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Tentamen i Komplex analys (TATA45)
2018-04-06 k1 14.00-19.00

Inga hjdlpmedel dr tillatna. Fullstéindiga losningar kridvs. Varje uppgift ger 0-3 poéng, och for betyg 3/4/5
riicker 8/11/14 poing och 3/4/5 uppgifter bedémda med minst 2 poéng vardera. Losningsskisser publiceras pa
kurshemsidan preliminért k1 21.00.

1. Bestdm antalet nollstéllen som polynomet
p(z) =25 4+ 24 +1223 + 522 4272 + 4
har i vénstra halvplanet Re z < 0.

2. Lat C vara cirkeln |z| = 1 tagen ett varv i positiv led. Beriikna integralen

/ dz
o AE i)

3. Bestdm en Mobiusavbildning w(z) som avbildar cirkelskivan |z| < 2 pa halvplanet Rew > 0
samtidigt som w(2) = oo och w(i) = 1. Bestdm sedan bilden i w-planet av imaginidraxeln i z-
planet.

4. Bestédm alla hela analytiska funktioner f = u + iv sadana att
u+v=2eYsinzr—4x  och  f(0)=0.
f ska uttryckas i variabeln z, alltsa som f(z).

5. Visa att
|Log(1 + 2) — z| < |2, 2] <1/2,

dér Log som vanligt star fér principallogaritmen.

6. Antag i tur och ordning att
(a) Q=C (b)y Q=C*=C\ {0} (¢c) 2=C" =C\]-00,0].

Om f € A(Q) och f(2z) = f(z) for alla z € Q, maste da f vara konstant? Bevis eller motexempel
i vart och ett av fallen!

7. Lat
p(z)=2"+ Cn1Z2" V4 ez + o,

diar n € {1,2,3,...} och ¢;,_1,...,¢0 € C. Visa att det finns nagot tal zo sadant att |z9| = 1 och
lp(20)| > 1.
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1. Vi studerar argumenttillskottet for p(z) = 2° + 2* + 1223 + 522 + 272+ 4 néir z genomloper kurvan
I'r = Cg + Ir (se figur nere till viinster). PA Cg far vi tillskottet A, argp(z) = Ay, arg 25 +
Acparg(l+1/2+12/22 +5/23 +27/2* +4/2°) - 5-7+0 = 57 dd4 R — oo. P& Iy far vi
p(z) = pliy) = (y* =5y +4) +i(y° — 12y° +2Ty) = (y> = 1)(y* —4) +iy(y* —3)(y* = 9) = u+iv,
y : —R — R, och didrmed nedanstaende teckentabell da y > 0 (observera att u ér jimn och v
udda), samt kurva w = p(z) da z genomléper Ig:

Awv
AY :
Cr 7 yllol<|1]|<|VvB8|<|2]<]|3]|<
>R w(amn) (4| + 0| —| — | —|0|+]|+|+
x v(udda) | O |+ |+ |+ | O | =] —=|—=]0]+

Dessutom far vi av gradskél att u/v — 0 da y — £oo (v drar mer &n u), och detta tillsammans med
tabellen ovan ger skissen ovan till hoger, dir vi ser att Ay, argp(z) — 57 da R — oo. Eftersom
poler saknas blir antalet nollstéillen i vénstra halvplanet darfor (1/27)limp_.o(Acy, argp(z) +
Ap, argp(z)) = (5w 4 5m) /2w = 5. Svar: Fem.

2. Satt f(z) = 1/(2%(e** — i)). Forutom i punkten z = 0 &r denna funktion singuldr dér e?* = i,
d.v.s. dér 2z = logi = in/2 + i2nm, d.v.s. dédr z = iw/4 + inm, n € Z; innanfér C': |z| = 1 har f
dérfor dubbelpolen z = 0 och enkelpolen z = im/4. Vi far residyerna

d 1 2e%* 1
E{fosf(z)* dz <€2Z—i> ‘Z:077(€2z_i)2|z:07 0

och / ) / )
1/z 1/z 8
R S VA — /= __°
Res F(2) L (25 — ) |s=in/a ~ 262 |omim/a T im?

/ f(z)dz = 2mi (l — %) =27 — E
c i am T

3. Att w(i) = 1 ger med nodvindighet w(4i) = —1, eftersom ¢ och 4i &r spegelpunkter m.a.p.
cirkeln |z| = 2, och 1 och —1 &r spegelpunkter m.a.p. linjen Rew = 0 (rita figurer!). Eftersom
dessutom w(2) = oo (randpunkt pa randpunkt) dr Mobiusavbildningen entydigt bestdmd, och
vi far den enklast m.h.a. en ansats som anvénder punkterna w(i) = 1 och w(2) = oo, ndmligen
ansatsen (w —1)/1 = k(z —1i)/(z — 2); inséttning av w(4i) = —1 ger k = —(8 + 44)/3 och dédrmed
w(z) =1— (8+44i)(z — i)/3(z — 2) = ((—5 — 4i)z — (10 — 8i)) /3(z — 2). Denna avbildar cirkeln
|z| = 2 pa linjen Rew = 0, och eftersom w(i) = 1 avbildar den dessutom omradet |z| < 2 pa
halvplanet Rew > 0 (inre punkt avbildas pa inre punkt).

sa residysatsen medfor att

Lat L vara imaginiiraxeln Rez = 0 i z-planet och L den C-cirkel i w-planet som L avbildas pa

under w(z) ovan. Eftersom w(2) = 0o och 2 ¢ L ér L en vanlig cirkel |w — ¢| = r, diir centrum

¢ = w(—2) = —4i/3 eftersom 2 och —2 &r spegelpunkter m.a.p. L och co och ¢ ér spegelpunkter

m.a.p. L. Slutligen, i € L ger w(i) = 1 € L, sa r = |1 — (—4i/3)| = 5/3, och L &r cirkeln

|w — (—4i/3)| = 5/3.

8+4i)(z—i) (=5 —4i)z— (10 — 8i)
3(2—-2) 3(2—2)

43
w- (-3)

Svar: w(z) =1— ; cirkeln

4. Derivering m.a.p. x respektive y och anviindning av Cauchy-Riemanns ekvationer ger ekvations-
systemet

= e Ycosx —e Ysinx — 2,

/ ro_ —y Y A A
Uy + vy = 2eVeosw —4 = uy — uy, U
= —e Ycosx —e Ysinz + 2.

/ A W TR — /
uy, +v, = —2e Ysinz Uy + Uy,

@ >8>



6.

7.

Integration av den forsta m.a.p. z ger u =e ¥Ysinz + e Y cosx — 2z + p(y), dir ¢ dr en reellvird
funktion av en reell variabel. Derivering m.a.p. y och inséttning i den andra ger sedan ¢'(y) = 2,
alltsa p(y) = 2y + A, dir A ér en reell konstant. Vi far, eftersom u 4+ v = 2e ¥sinx — 4z, att

f=u+iv=(eYsinx+e Ycosx —2x+2y+ A) +i(e Ysinx —e Ycosx — 2z — 2y — A).

f ar alltsa en hel funktion, och pa realaxeln z = x sammanfaller den med den hela funktionen
g(z) = (sin z4cosz—2z+ A)+i(sinz—cos z—2z—A) = (144) sin z+(1—4) cos z—2(1414)z+ (1 —1i) A.
Entydighetssatsen medfor dérfor att f(z) = g(z) overallt. Kravet f(0) = 0 ger slutligen A = —1.

Svar: f(z) = (1414)sinz+ (1 —i)cosz —2(1 + i)z — (1 —i).

I skivan |z| < 1 &r Log(l +2) = > 02 (—=1)" 12" /n, varfor

n=1

vilket skulle bevisas.

(a) Fixera z € C. Vi far f(z) = f(2/2) = f(2/2?) = ... = f(z/2") for alla n € N. Men f r
kontinuerlig, sa f(z/2") — f(0) d& n — oo, varfoér f(z) = f(0), oberoende av z. Saledes &r f
en konstant funktion. Svar: Ja.

(b) f &r kontinuerlig, sa f #r begrinsad pa den kompakta méingden 1 < |s| < 2; m.a.o. finns
det en konstant C' sadan att |f(s)| < C nérhelst 1 < |s| < 2. Fixera z € C*. Da finns ett
n € Z sadant att 1 < 27|z| < 2, och dérmed &r |f(2"2)| < C. Men f(z) = f(2¥z2) for varje
k € Z, som en konsekvens av antagandet, sa dven |f(z)| < C. Saledes ér f begrinsad i C*,
och eftersom f € A(C*) har f en hdvbar singularitet i origo. Vi kan alltsa definiera f(0) sa
att f € A(C), och eftersom denna utvidgade f ir begrinsad i C medfér Liouvilles sats att f
ar konstant pa C, och ddrmed ocksa pa C*. Svar: Ja.

(c) Vi ska visa att ett motexempel ges av

£(2) = exp (Qﬂil-nléogz) -

Till att borja med, eftersom Log € A(C™) far vi f € A(C™). Vidare, Log2z = In|2z| +
iArg2z=In2+1In|z| +iArgz =1n2 + Log 2, sa

27i - Log 2z 27i - (In2 + Log z) o 27 - Log z 2)
- - = ex = - ex _— = .
exp e“™ -exp z
=1

f(22) = exp ( In2 In2 In2

Svar: Nej.

n

Antag att pastaendet inte dr sant, d.v.s. att [p(z)| < 1 for alla z pa cirkeln |z| = 1. Sétt f(z) = —z™.
Da dr f(2) +p(2) = cn_12" 1 + ... + c12 + o, ett polynom av grad hogst n — 1. Notera att
|f(2)] = |z|" = 1 pa cirkeln |z| = 1. Dédrmed é&r |f(z)| > |p(2)| pa denna cirkel, sa Rouchés sats
medfor att f(z) och f(z)+ p(z) har lika manga nollstéllen i skivan |z| < 1. Men f(z) har exakt n
nollstéillen déir (ett nollstélle av multiplicitet n i origo) medan f(z) + p(z) kan ha hégst n — 1 dér.

Motségelse!

Alltsa maste vart antagande vara felaktigt, varfor det finns nagon punkt zg sadan att |z9| = 1 och
Ip(20)| > 1, vilket skulle bevisas.
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1. Som vanligt riacker det att faktorisera endast en av v och v vid undersékningen lings imaginédraxeln,
jfr anmérkningen i kompendiet.

2. Observera att ekvationen e?* = i har odndligt manga olika l6sningar: z = in/4 + imn, dir n =

0,41, +2,...; dessa punkter befinner sig alla pa imagindraxeln (med inbérdes avstand 7). Flera
verkar tro att ekvationen endast har lésningarna z = in/4 och z = i57/4 (FEL), vilket méjligen
beror pa en sammanblandning med det faktum att exp(im/4 + iwn) endast har tva olika vérden,
niamligen e’/ = (141)/v/2 och e®™/* = —(1+4)/+/2, men det ér ju inte relevant i sammanhanget.

Nagra beriknar residyn i enkelpolen z = im/4 fel, och tror att

Res f(z) = !

z=in /4 22 ‘Z:iﬂ'/‘l

(FEL),

som om man bara kunde ta bort den "farliga” faktorn (e2* — i); ett grovt fel.
3. Inget att kommentera.

4. Svaret kan ocksa skrivas mera kompakt: f(z) = (1 —i)e®® —2(1 +1i)z — (1 — ).

Nagra anvinder inte villkoret pa u + v for att ta fram v nér vil « dr bestimd, utan bestdmmer
i stéillet bade u och v utgaende fran Cauchy-Riemanns ekvationer — rekommenderas ej! De far da
u=e Ysinz+e Ycosxr—2x+2y+ Aochv=eYsinz—e ¥cosz—2z—2y+ B, vilket ir FOR
ALLMANT eftersom kravet pa u + v medfor att B = —A.

Alternativ losning: Sétt g = (1 — 1) f; da dr g analytisk precis da f dr analytisk. Skriv g = o+ if.
Da dr a = w + v, och vi kan déarfor anvianda Cauchy-Riemanns ekvationer pa a och § for att
bestdmma ¢ och sedan fa f.

5. Nagra har forsokt anvinda Maclaurinutveckling med restterm i O-form, men det kan — lika lite
som i reell analys — ge en feluppskattning.

Nagon har forsokt med nagot som liknar Lagranges restterm (med ett £), men Maclaurinutveck-
ling med Lagranges restterm ar ett rent reellt resultat och fungerar inte i komplex analys, jfr
anmérkningen om medelvérdessatsen i kompendiet.

Precis samma bevis fungerar for dvrigt i reell envariabelanalys for att bevisa att [In(14+2)—z| < |z
da |z| <1/2.

Alternativt bevis: Satt f(z) = Log(l + z) — z. Eftersom f(0) = 0 far vi, om |z| < 1/2,

_ / _ —S |S|
‘f(Z) - f(O)‘ B /[O,Z] f (S) ds) = ‘/[o,z] 1+ s ds| < /[o,z] |1 + S| |d8|

« 1 " 1 1
< —/ |s| |ds| = 2/ t)z| [2|dt = 2|Z|2/ tdt = |z,
1/2 Jio,41 0 0

dér olikheten * beror pa att |1 +s| > 1—|s| > 1—|z| > 1/2 pa striickan [0, 2] fran s =0 till s = 2
da |z| < 1/2, och likheten #x foljer av parametriseringen s = tz, t : 0 — 1, av denna stricka.

’Log(l +2z)— z’

6. Notera att det enda som behdvs i beviset i (a) dr att f dr kontinuerlig i C; att f #r hel analytisk
anvénds inte fullt ut.

Alternativt bevis i (b): Eftersom f &r analytisk i C* kan f utvecklas i Laurentserie dér: f(z) =
Yo " 2 # 0. Men da dr f(22) = Y00 cn(22)" =307 2", 2", z # 0, och kravet
f(22) = f(2) medfér nu, tack vare entydighet hos Laurentseriekoefficienterna, att 2"c, = ¢,
n € Z, vilket i sin tur medfor att ¢, = 0 for n = +£1,+2,...; endast ¢y kan alltsa overleva, och
déarmed &r f(z) = ¢o for z # 0, alltsa konstant. (Ett ndrmast identiskt bevis fungerar i (a), med

Maclaurinserier.)

7. Inget att kommentera.

Lars Alexandersson, 17 april 2018



