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Tentamen i Komplex analys (TATA45)
2018-01-10 k1 14.00-19.00

Inga hjdlpmedel dr tillatna. Fullstéindiga losningar kridvs. Varje uppgift ger 0-3 poéng, och for betyg 3/4/5
riicker 8/11/14 poing och 3/4/5 uppgifter bedémda med minst 2 poéng vardera. Losningsskisser publiceras pa
kurshemsidan preliminért k1 21.00.
1. (a) Berikna alla viirden pa (—i)®.
(b) Los ekvationen cos z = 3i/4.
(c) Om f(z) ér principalgrenen till z'/2, beriikna f’(2i).

Svara i rektanguldr form i alla deluppgifterna, alltsa i formen a + ib, dar a,b € R.

2. Berdkna med residykalkyl

< d < d
1= / 3 z - och, enklast genom att betrakta Im I, &ven J = / 5 x .
oo X0 — 1 o x°+1
3. Bestam antalet nollstéllen som polynomet
p(z) = 2* —3iz? — 82+ 3i
har i (a) undre halvplanet Imz < 0  (b) cirkelskivan |z| < 1. (2p+1p)
4. (a) Bestdm en Mobiusavbildning w(z) som avbildar punkterna z; = —1, 2o = ¢ och z3 = 1 pa
i tur och ordning w; = 0, wy = @ och w3z = oo. Lat sedan Q vara halvcirkelskivan |z] < 1,
Im z > 0. Vad blir bilden i w-planet av 7 (2p)

(b) Bestdm en funktion 7" som &r harmonisk i omradet 2 fran (a) och som har randvirdena
T = 0 pa strickan (d.v.s. linjestycket, "raka sparet”) fran z = —1 till z =1 och T =1 pa
halvcirkeln fran z = —1 via z = ¢ till z = 1. (1p)

z—1

e dér Log som vanligt star for principallogaritmen.
z+1

5. Lat f(z) = Log

(a) Bestim storsta mojliga omrade 2 C C dér f dr analytisk. Vad blir f/ dér?

(b) Beridkna kurvintegralerna

d d
Ic:/ 22 och IL:/—Z2,

dir C idr halvecirkeln fran —2 — i via i+/5 till 2 + ¢ och L &r striickan fran —2 — 4 till 2 + 3.
Svara i rektanguldr form.

6. Antag att f &r analytisk i enhetsskivan [z| < 1 och att [f(z)] < 1/(1 — |2|) dér. Visa att det finns
en konstant C' sadan att
|Cn|§c(n+1)7 n:15273a"'5

dér cg, c1, C2, . .. &r Maclaurinkoefficienterna for f.

7. Antag att u ér reell och harmonisk i ett omrade Q C C (som vi som vanligt identifierar med R?
via & + iy <> (z,y)) och att beloppet av dess gradient, |Vu|, antar ett storsta virde nagonstans
i Q. Vad kan da sidgas om u?
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TATA45 Komplex analys 2018-01-10, 16sningsskisser

(a) (—i)" = exp(ilog(—i)) = exp(i(—im/2 +i2nm)) = e™/>72"" n € Z. Svar: ™27 p € Z.
(b) Lat w = e%*; d& dr w # 0, och cosz = 3i/4 & w+ 1/w = 3i/2 & w? — 3iw/2+1 =0 &
(w—3i/4)? = —25/16 = (5i/4)? & w = 2i eller w = —i/2, vilket, eftersom z = —ilogw,
efter forenkling ger:  Svar: z = 7/2+2mm —iln2 eller z = —7/2 + 2nm +iln2, m,n € Z.
(¢) f(z) =exp((Logz)/2), sé f'(z) = (1/2z) exp((Log 2)/2), som i punkten z = 2i ger f'(2i) =
(1/4i) exp((In2 +im/2)/2) = (V2e'™/*) /4i = (1 +4)/4i = (1 — i) /4. Svar: (1 —1i)/4.

Sitt f(z) = 1/(2* —i); da ar I = [°_f(t)dt. f &r singuldr dér 2® = i, som &r en binomisk
ekvation med enkelrétterna z; = e/™/6, 25 = /6 och z3 = ¢97/6 = —j. I detta fall dr det dérfor
enklast att integrera f lings konturen C; — Lg (observera orienteringen), diar C' ar halvcirkeln
fran —R till R i undre halvplanet och Ly ar strackan fran —R till R, se figur i uppgift 3 nedan.

Om R ér stort nog (R > 1) medfor residysatsen att

1 1 2mi
(%) / f(2z)dz = 2mi Res f(z) = 2mi ———— .= 2T — , =
it = £ il -

Vidare, eftersom |z* —i| > |z — |=i| = R* =1 > 0 pa Cp om R é&r stort (R > 1) far vi
ML-uppskattningen

f(2)dz| < 2

_—R?’—l%O da R — oo,

Cr

si [ f(2)dz — 0da R — oo. Dessutom ser vi att [, f(z)dz = ff’Rf(t) dt — I d& R — oo, sa
R

genom att lata R — oo i () far vi slutligen att 0 — I = —2mi/3, d.v.s. att T = 27i/3.

Nu kan vi enkelt beréikna J = [ dz/(1 +2%) m.h.a. Im I

® dr ) [ 1 e 3 41 < dr (2
ImI:Im/mm:/mIm(xgi)dm:/mlm(zSJrl dw:[mz6+1:2j’

diir (1) beror pa att integrationsvariabeln x &r reell och (2) pa att funktionen x + 1/(2% 4+ 1) ar
jaimn; m.a.o. & J = (Im1)/2 = /3. Svar: I = 2mi/3 och J =7/3.

(a) Vi studerar argumenttillskottet for p(z) = z* — 3iz? — 82 + 3i nir z genomloper kurvan
I'r = C — Ly (se figur nere till vénster; observera orienteringen). Pa C', far vi tillskottet
Ac-argp(z) = Ao arg 24 + Ac- arg(1—3i/2?—8/2%+3i/z*) = 4-7+0=4r did R — oo.
P& Ly far vi p(z) = p(z) = (z* — 8z) +i(3 — 32?) = z(2® — 8) +i3(1 — 2?) = u + iv, och
dérmed foljande teckentabell for u och v:

I AY Av
R . zll<]-1]<]o]<|1]|<]2]c< ‘
- e w+ |+ | +]0]- —To0 |+
v =T o [+]+]+]0-1-1- :
Cg ‘w(Lp)

Dessutom far vi av gradskél att v/u — 0 da @ — $o00 (u drar mer &n v), och detta tillsammans

med tabellen ovan ger figuren ovan till hoger, dir vi ser att Ay, argp(z) — 2w da R — co. An-

talet nollstéllen i undre halvplanet blir dérfor (1/27) limp o0 (A - argp(z) —Ar, argp(z)) =
- ,

(4m — 2m) /2w = 1, eftersom poler saknas. Svar: Ett.
(b) Sitt f(z) = —8z och g(z) = 2* — 3i2? + 3i. Pa hela cirkeln |z| = 1 &r |f(2)| = 8|z| = 8 och
lg(2)] < |2]*+3]2|>+3 =7, 54 |g(2)| < |f(2)| p& denna cirkel. Enligt Rouchés sats har diirfor
p(z) = f(2) + g(2) lika manga nollstéllen i |z] <1 som f(2), d.v.s. ett. Svar: Ett.

(a) Att (=1,4,1) — (0,4, 00) ger med standardmetoder w(z) = (1 + 2)/(1 — 2).
Vi undersdker forst hur randen 99 avbildas. C-cirklar avbildas pa C-cirklar under Mébius,

och tre olika punkter i C bestdmmer en C-cirkel entydigt. Eftersom (—1,14,1) — (0,7, 00) inser
vi att enhetscirkeln |z| = 1 avbilas pa imagindraxeln Rew = 0; speciellt avbildas halvcirkeln



fran z = —1 via z =i till z = 1 pa stralen fran w = 0 via w = 17 till w = oo, d.v.s. pa positiva
imagindraxeln riktad uppat (rita figurer i z-planet och w-planet!). Vidare, eftersom direkt
inséttning ger w(0) = 1 inser vi ocksa att (—1,0,1) — (0,1,00), sa realaxeln avbildas pa
realaxeln; speciellt avbildas strickan fran z = —1 via z = 0 till z = 1 pa stralen fran w = 0
via w =1 till w = oo, alltsa pa positiva realaxeln riktad hogerut.
Niér vi genomloper randen 0f 1 positiv led, d.v.s. sa att vi har € till vinster om oss nér vi gar
runt 0€2, och med boérjan i z = 1, siig, gar vi dérfor pa andra sidan, i w-planet, fran w = co
langs positiva imaginédraxeln till w = 0 och sedan vidare ldngs positiva realaxeln tillbaka till
w = oo; omradet till vinster om denna kurva &r forsta kvadranten Rew > 0, Imw > 0, som
dérfor dr bilden av Q under w(z), p.g.a. konformiteten.

Svar: w(z) = (1 + 2)/(1 — 2); bilden av Q &r forsta kvadranten Rew > 0, Imw > 0.

(b) En harmonisk funktion 7' i forsta kvadranten Rew > 0, Imw > 0 sadan att 7" = 0 pa
positiva realaxeln och T' = 1 pa positiva imagindraxeln dr T = (2/7) Argw. Eftersom w(z)
ar analytisk i Q dr dérfor T = (2/7) Argw(z) en harmonisk funktion i  som har virdena
T = 0 pa stréckan och 7' = 1 pa cirkelbagen. Svar: T = (2/m) Arg((1 + 2)/(1 — 2)).

5. (a) Satt w(z) = (2 —14)/(z + i). Da ar w(z) Mdobius, och har invers z(w) = (1 + w)/(1 — w).
Funktionen f(z) = Logw(z) &r analytisk éverallt utom dér w(z) € ]—o0, 0] U {oo}, negativa

realaxeln inklusive co. Stralen fran w = 0 via w = —1 till w = co € C avbildas pa strickan
fran z =i via z = 0 till z = —4, s& Q = C\ [, 4. Direkt derivering ger sedan
1 1 1- ) —1-(z—1 2
F1(2) = —— -w'(2) = MG ) Rl ) N ZeQ.

(z—1)/(z+1) (z+41)? 14 22’
(b) Halvcirkeln C ligger helt i © (rita ﬁgur!) och f #r trivialt en primitiv till f/ 1 £, sa

. fyll i 1n2
Ic :/Cl dz = /f (f(2+2) f(=2—1)) = [ de?ufaljer ] - T, e

4 2
Strickan L ligger ddremot inte i €. Residysatsen ger emellertid

d 1 1 d In?2
/ S —9miRes—— =2mi- o —m s IL:/—Zzw+IC:3—7T+z’n—.
L

,Cl—i-ZQ z=i 1 + 2 21 L1+z2 4 2
2i In2 In2
Svar: (a) Q = C\ [~4,i] och f(z) = ?:2; (b) Ic = —% ﬂ% och I = ?% +zn7

6. Lat C, vara cirkeln |z| = p tagen ett varv i positiv led. Eftersom f &r analytisk i enhetsskivan
|z <1, 0ch |f(2)] <1/(1— |z|) dér, ges Maclaurinkoefficienterna cq, c1, co, . .. for f av

ERVaNIOW

2mi Jo, smtt

med ML-uppskattning len| < ———
p"(1=p)

nérhelst n € N och 0 < p < 1. Fixera n € {1,2,3,...} och sitt g(p) = p"(1 —p) for 0 < p < 1.

Da dr g(0) = 0 = g(1), och ¢'(p) = 0 precis da p = n/(n + 1), som tillhor 0, 1], sa elementér

envariabelanalys medfor att g(n/(n +1)) = (n/(n 4+ 1))"/(n + 1) > 0 &r storsta virdet for g.

Saledes blir den bésta uppskattningen (d.v.s. den med den minsta dvre grinsen) av |c,| f6ljande:

()"

n —

1\n
len| < (n+1) :(”“)(”g), n=1,2,3,...,

och eftersom (1 + 1/n)™ har ett griansvirde da n — oo, ndmligen e, f5ljer det att det finns nagon
konstant C' sadan att (14 1/n)™ < C och didrmed |c,| < C(n+1) for n =1,2,3,... Klart!

7. Antag att u #r reell och harmonisk; da #r u speciellt en C2-funktion, och wy, + uy, = 0. Sitt g =
a+if = ul, —iu,. Da &r « och j reella C'-funktioner, o/, = (ul,), = m, 6' = (—uy)y = —uy, =
uy, = o, och oy = (uy)y = uy,, B, = (—uy), = —uy, = —uj, = —a,, sa a, 3 uppfyller Cauchy-

Riemanns ekvationer och &r C', varfor g € A(Q). Men [Vu| = /(u},)? + (u})? = |g|, sa dven |g]

antar ett storsta virde nagonstans i omradet ), varfor g dr konstant enligt maximumprincipen.
Det finns alltsa reella konstanter A och B sadana att g = A —iB, d.v.s. uj, = A och u;, = B. Sitt
p=u—Ax — By. Da dr Vp =01 €, varfor ¢ = C for nagon reell konstant C.

Svar: Det finns reella konstanter A, B, C' sadana att u(z,y) = Az + By + C for alla (z,y) € Q.
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TATA45 Komplex analys 2018-01-10, kommentarer

I bade (a) och (b) far man mdngder av tal, och de kan beskrivas pa lite olika siitt; exempelvis dr
e™/2+2nT iy e 7 och e 37/27207 € 7, samma méngder av tal som e™/272"" € Z.

(a) Anviind alltid definitionen av 2%, d.v.s. z® = exp(«log z), utan nagra mellanled. Flera riknar
nimligen som om riiknelagen (2%)? = 2%# vore sann for allméinna komplexa exponenter a, 3
(FEL); exempelvis iir (i2)'/2 = (=1)'/2 = 4i medan i*'/? = ' =,

Nagra tror att 2™ = 1 (FEL) eller ¢™/? = i (FEL), formodligen en sammanblandning med
de korrekta likheterna ™ = 1 och /2 =i (n € Z).

(b) Undvik att skriva y/—25/16; kvadratroten ur negativa tal har inte definierats i TATA45.
(¢) Alternativt kan man skriva f(z) = 22 = exp((Log z)/2) for grenen och direkt f& f/(z) =

e~

(1/2) 2=1/2 = (1/2) exp(—(Log z)/2); observera att det &r samma log-gren fér bade f och f’.

Det gar ocksa bra att integrera ldangs L + CE, dér C}: dr halvcirkeln fran z = R till z = —R i
ovre halvplanet. Da finns tva enkelpoler, e/™/¢ och e?®7/6 innanfor konturen nir R > 1, och

1—i 1+i i
/ f(z)dz = 2mi ( Res f(z)+ Res f(z)) = 2mi iv3 + +iv3 _
LR+C§ y—ein/6 »—ei5m/6 6 6

for dessa R; dven hér lonar det sig att anviinda p/g-formeln for berékning av residy i enkelpol,
och dessutom &r det i detta fall bra att behalla den polidra formen pa polerna ett tag.

3

Integralen J &r tydligt positiv, sa icke-reella virden eller reella virden < 0 pa J &r orimliga.

Ett annat sitt att anvinda Im I for att hiarleda sambandet mellan I och J ar att skriva sa hér:

< dx © 34 ~ p3dx < dx < dx
1= = dr = — +i ——,sa Im] = — =2J.
/,oox3—i [mx6+1x [mx6+1+1[mw6+1’8a " /mscﬁﬂ
Forvanansvirt fa utnyttjade ledningen. I stéllet berdknade de J from scratch, och trasslade da in
sig i langa utrikningar, bl.a. med residyer i tre enkelpoler. Da &r det ldtt att gora nagot riknefel!

(a) Som vanligt récker det att faktorisera endast en av u och v vid undersskningen pa realaxeln,
som i kompendiet. Om man endast faktoriserar v far man foéljande tabell:

T || —oo < -1 < 1 < +00

u + ? + ? — ? +

v — — 0 + 0 —
kvadrant/halvplan 4 undre ovre undre 4

Observera att +00 (som representerar mycket stora positiva respektive negativa viirden pa x)
maste vara med i sa fall.

Nagra skriver AC,; arg(z? — 3iz? — 82+ 3i) = AC; arg 24 + AC; arg(—3i/2? —8/2% + 3i/2*)
(FEL); observera att 1 saknas som forsta term i sista parentesen, och att, utan denna etta,
Acg arg(—3i/2% — 8/ + 3i/2*) - —2m # 0 d& R — oo.

(b) Uppskattningarna ska alltsa ske pa randen |z| = 1 — hela randen! — och ingen annanstans,
om man vill anvinda Rouchés sats. Det maste ocksa framga av losningarna att det ar just
randen man undersoker.

Notera att Rouchés sats fungerar lika bra fér den slutna skivan |z| < 1 som fér den 6ppna
skivan |z| < 1, eftersom bade f och f + ¢ saknar nollstéillen pa cirkeln |z| = 1 om villkoret i
satsen dr uppfyllt, se kompendiet.

En provkarta pa vanliga FEL:

e "Da |z| = 1 &r |f(2)] < 8 och |g(z)| < 7, och dérmed &r |f(z)] > |g(z)| ddr”. Att
|f(2)] < 8 och |g(z)] < 7 da|z|] =1 é&rioch for sig sant, men dessa uppskattningar
medfor inte att |f(z)| > |g(2)| da |z] =1 — t.ex. skulle det kunna vara sa att | f(zo)| = 4
och |g(z0)| = 5 fér nagon punkt zg pa randen.
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e "|g(2)| = |2|* + 3|z +3 = 7”. Hiir behover det inte vara likhet, utan i stéllet maste man
anvénda triangelolikheten.

e 7|f(1)] =8 och |g(1)| = |1 — 3i+ 3| = 1, alltsa &r | f(1)] > |g(1)|”. T och for sig sant,
men det ricker inte att kolla en enda punkt (hiir: 2 = 1) pa randen |z| = 1, som ju ér en
hel cirkel.

e "Alltsa ar |f(z)| > |g(2)] da |z| < 1, och ddrmed har p = f + g och f lika manga
nollstéllen i |z| < 1, d.v.s. ett”. Hér bestar felet i ett enda tecken (den forsta forekomsten
av 7<” ska ersittas med ”="), men konsekvensen ir desto storre, eftersom f(z) + g(z)
inte kan vara noll 6ver huvud taget i skivan |z| < 1 om |f(z)| > |g(z)| 1 hela denna skiva,
summan av tva olika langa komplexa tal kan ju aldrig bli noll.

(a) Alternativt kan man bestdmma bilden w(€2) i w-planet av 2 i z-planet pa f6ljande vis: Lat
vara hela cirkelskivan |z| < 1 och Q9 hela 6vre halvplanet Im z > 0; da &r Q = Q7 N Q9, och
eftersom w(z) dr injektiv dr w(Q) = w(Q1) Nw(Q2). (—1,4,1) — (0,7, 00), sa cirkeln |z| =1
avbildas pa imaginiraxeln, och inre punkten z = 0 € Q; (t.ex.) avbildas pa w =1, sa w()
ar hogra halvplanet Rew > 0. (—1,0,1) — (0, 1, 00), sa realaxeln avbildas pa realaxeln, och
inre punkten z =i € Qs (t.ex.) avbildas pa w = i, sa w(Qs) dr 6vre halvplanet Imw > 0.
Alltsa dr w(QY) forsta kvadranten Rew > 0, Imw > 0.

Bilden w(2) i w-planet blir ett omrade — flera tror att bilden bara blir en kurva (FEL).

(b) Uppgiften maste tolkas sa att 7' = 0 i alla punkter 2z = z, =1 < 2 < 1, och T' =1 i alla
punkter z = €%, 0 < § < 7; vi tilldelar alltsa inte 7' nagot virde i hérnpunkterna z = 41.

Funktionen f(z) = Log((z—i)/(z+1)) ér visserligen definierad for alla z € C\{+i}, men den &r inte
analytisk i hela detta omrade eftersom vi dessutom maste kriva att (z —4)/(z+1) ¢ ]—o0, 0], vilket
visar sig betyda att  #r komplexa planet C med strickan fran —i till ¢ borttagen: Q = C\ [—1, 1],
se 16sningsskissen.

Néagra delar upp logaritmen: Log((z — i)/(z + i)) = Log(z — i) — Log(z + i) (GALLER EJ I
HELA Q). Speciellt ér vinsterledet analytiskt i  medan hogerledet dr analytiskt i C med de tva
stralarna fran +i riktade rakt viinsterut borttagna. Se &ven exempel i kapitel 2 i kompendiet.

Ett vanligt misstag dr att tro att Ic = I, (FEL). Med enkel residykalkyl inser man alltsa att
I;, — Ic = m, se 16sningsskissen.

Nagra forsoker anvinda uttryck som arctan z (ej definierat i TATA45), men i sa fall maste man
vara mycket forsiktig och definiera limpliga grenar till denna, som det visar sig, flerviarda funktion;
sadant gors i TATAT7S8, jfr kapitel 8 i kompendiet. Alternativt kan man berikna integralerna genom
direkt partialbraksuppdelning,

1 1 i/2 i/2

241 (z+i)(z—i) z+i z—1i

och val av lampliga primitiver till 1/(z +14) och 1/(z — i), alltsa ldmpliga grenar g(z) och h(z) till
log(z + i) respektive log(z — i); dessa val blir olika for I och Iy, eftersom vi maste klippa upp
planet at olika hall fran +i i de bada fallen, med hénsyn tagen till hur kurvorna C' och L ligger.

Inget att kommentera.

I specialfallet att det finns en funktion f € A(Q) sadan att Re f = w blir beviset mycket kortare;
detta giller med séikerhet om  &r enkelt sammanhingande. I sa fall &r f' = ), + iv), = u}, — iuj,
varfor | f/| = |Vul, sa |f'| antar ett storsta véirde nagonstans i €, enligt férutsittningen. Eftersom
11 e A(Q2) medfor déarfor maximumprincipen att f'(z) = C och ddrmed att f(z) = Cz+D for nagra
konstanter C, D € C, ty Q &r ett omrade. Slutligen blir u = Re f = (Re C)x — (Im C)y + (Re D).

Maximumprincipen i TATA45 handlar om analytiska funktioner, inte om harmoniska funktioner.
Hénvisning till maximumprinciper for harmoniska funktioner duger alltsa inte som bevis hér.

Lars Alexandersson, 22 januari 2018



