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Tentamen i Komplex analys (TATA45)
2017-08-24 k1 14.00-19.00

Inga hjdlpmedel dr tillatna. Fullstéindiga losningar kridvs. Varje uppgift ger 0-3 poéng, och for betyg 3/4/5
riicker 8/11/14 poing och 3/4/5 uppgifter bedémda med minst 2 poéng vardera. Losningsskisser publiceras pa
kurshemsidan preliminért k1 21.00.

1. Bestam alla z € C sadana att
2sin?2 — 5sinz + 2 = 0.

Svaret ska ges i rektanguldr form, alltsa i formen a + ib dar a,b € R.

2. Bestdm en Mobiusavbildning w(z) som tar cirkeln |z| = 2 pa cirkeln |w| = 2 samtidigt som

w(0) = 1 och w(2i) = 2. Bestdm sedan bilden i w-planet av realaxeln Im z = 0 i z-planet.
3. Utveckla funktionen
fz) = 2+l
2242z

i en Laurentserie Y > ¢,(z—1)" i stérsta mdjliga ring r < |z — 1| < R som innehaller punkten

z = 2+ 2i. Radierna r och R ska anges.

* cosw
[ md.f, a > 0

4. Beridkna

5. Bestdm antalet nollstéllen som polynomet
p(z) =2°—22* +32° 222 42— 1
har i sektorn 0 < Argz < /4.

6. Lat 54,2
227 — 4z 45
&)= g6
32 =82+ 10
a) Bestdm en radie R sadan att samtliga poler till f finns i cirkelskivan |z| < R.
g
(b) Berikna [ f(z)dz, dir Cr ér cirkeln |z| = R tagen ett varv i positiv led och R &r en radie
som duger i (a).

7. Antag att f = u + v dr hel analytisk och att f(0) = 0. Visa att

/7r (u(reie))QdH = /7T (U(reie))2d9, r > 0.

—T —T



TATA45 Komplex analys 2017-08-24, 16sningsskisser

1. Med w = sin z far vi ekvationen 0 = 2w? — 5w + 2 = (w — 2)(2w — 1), som alltsa har l15sningarna

wy = 2 och wy = 1/2. Eftersom sin z = (e* —e %) /2i far vi dérfor, med bytet s = e'*, ekvationerna
52 — 4is — 1 = 0 respektive s> —is — 1 = 0, med de totalt fyra losningarna s; 2 = (2 4 /3)i och
S3.4 = (i\/g +i)/2. Eftersom z = —ilogs = args — iIn|s| far vi déarfor till sist — rita sq,..., 84
ien figur! — att z = (7/2 + 2mn) —iln(2 £ v3) = (7/2 + 2m7) Filn(2 + V3), m € Z, eller
z=(r/2+7/3+2n7)—ilnl = (n/2+£7/3+ 2n7), n € Z.

Svar: z = (/2 4 2mn) £iln(2 +/3), m € Z, eller z = 1/2 + /3 + 2nn, n € Z.

. Att w(0) = 1 ger med nédvéndighet w(oo) = 4, eftersom 0 och oo ér spegelpunkter m.a.p. cirkeln
|z| = 2, och 1 och 4 &r spegelpunkter m.a.p. cirkeln |w| = 2 (rita figurer!). Kravet w(2i) = 2 innebér
att randpunkten z = 2i avbildas pa randpunkten w = 2, och déirmed kommer M&biusavbildningen
som bestéams entydigt av dessa tre punktpar att avbilda som 6nskat. Vi far med standardmetoder
w(z) = (4z + 41) /(2 + 41).

Lat I", vara realaxeln Im z = 0 i z-planet och I',, den C-cirkel i w-planet som I', avbildas pa under
w(z) ovan. Eftersom w(—4i) = oo och —4i ¢ T', &r T'y, en vanlig cirkel |w — ¢| = 7, med centrum
¢ = w(4i) = 5/2 eftersom —4i och 4i dr spegelpunkter m.a.p. I', och oo och ¢ dr spegelpunkter
m.a.p. I'y,. Radien r fas nu enklast genom att anviinda att t.ex. w(0) =1 € T, eftersom 0 € T';,
varfor r = |1 — 5/2| = 3/2; alltsa &r T'y, cirkeln |w — 5/2] = 3/2.

dz + 4i 5 3
Svar: w(z) = 22:4 ' bilden #r |w — 5’ =5
. f(z) dr analytisk forutom i polerna z = 0 och z = —2, sa konvergensomradena med centrum i

z =1 for Laurentserierna till f(z) &r |z — 1| < 1,1 < |z — 1| < 3 och |z — 1] > 3. Eftersom serien
ska konvergera i punkten z = 2+ 2i och |(2 4 2i) — 1| = v/5 inser vi att riitt konvergensomrade ér
1 <]z —1] < 3. Vi far nu, med geometriska serier 1/(1 —¢q) = >~ ¢" for |¢| < 1, att

Z+1 241 1/2 1)2 {w:z—l ] 12 1/2

22+2z:z(z+2)7 z JrZ—|—2 1<|wl <3 7w+1+w+3

121 /2 1 1 1, 1 w.,
_7'1+1/w+7'1+w/3_2w2_%( )+6;( 3)

_Z _ n+1+ Z )”, L<|z=1<3;

speciellt dr alltsa r =1 och R = 3.

. Eftersom integranden #r rent reell och cosz = Re(e'®) inser vi att den sokta integralen kan skrivas

®  cosz B o0 e
I/Oomdl'ReJ, dar J/mmdx, a > 0.

Lat f(z) = /(22 4+ a%)* = (2 +ia)"*(z —ia)"?; dd &r J = [7_ f(t)dt. Lat vidare Lp vara
strickan fran z = —R till z = R och C;g halvcirkeln fran z = R till 2z = —R i 6vre halvplanet
(rita figur!). Vi observerar att [e**| = e™¥ < 1 pa C}; eftersom y > 0 dér, s& ML-uppskattning ger
|fc§ f(z)dz| < 7R -1/(R?* - a?)? — 0 dd R — oo. Residysatsen ger, da R > a,

2
/ f(2)dz = 2mi Res f(z /f z+za)2 / 27i - d—(eiz(eria)*Q)‘Z:m
LR+CI§ z=ta dZ

(z —ia)

) 1 1
— omie (e + i) 7 = 2+ i) oo = 21 (1 + 1)

och genom att lita R — oo hiir (observera att [ f(2)dz = ffR f(t)dt — J da R — oo) far vi

1
J+027rea<— (a+1), a>0.

1 B Te @ Te @
12 1) "

Tﬁ(GJ‘Fl), Sé I:RCJ:




5.

6.

7.

Vi ser till att borja med att pa realaxeln ér p(z) = p(z) = 2° — 22* + 32% — 222 + 2 — 1 ett rent
reellt polynom, och eftersom p(0) = —1 < 0 och p(x) — +oo da @ — +oo finns det ett nollstélle
nagonstans pa positiva realaxeln; provning ger ett nollstéille x = 1. Vi faktoriserar:

p(z) =27 =220 +323 222+ 2 — 1 = (2 — 1)q(2), dér q(z) =21 =23 + 222 + 1.

Eftersom z = 1 inte ligger i sektorn 0 < Argz < 7/4 har p och ¢ samma antal nollstillen i denna
sektor. Vi studerar dirfor argumenttillskottet for ¢(z) = 24 — 23 +222 41 niir 2 genomldper kurvan
I'r = L% + Cr — L% (se figur nere till véinster).

Vi far genast Acy argq(z) = Ac,argz® + Acparg(l — 1/24+2/22 +1/2%) — 4-71/4 = 7 da
R — oc.

PéLL}2 far vi q(z) = q(z) = 2* —2® + 222 +1 > 1 dd o > 0, eftersom 22 > 23 dd 0 < x < 1 och
z* > 23 da x> 1. g(2) dr alltsd reell och strikt positiv pa Lk, sa AL}% argq(z) = 0 for alla R > 0.

Striickan L% kan vi parametrisera med z = t +it, t : 0 — R/+/2, och vi far dir q(z) = q(t +it) =
(—4tt + 263 + 1) + (=213 + 4t?) = u(t) +iv(t), dir v(t) = —2t3(t — 2), s& vi far nedanstaende
tabell och kurva w = ¢(z) da z genomléper L% (kv = kvadrant, hp = halvplan):

v
yALQ tlo| < |2 < |+ A
R Cr u || + ? — ? — (t=0)
B - ool + (0] = - e
oo T kv/hp dure undre 3 Ew(LR)
R .

Dessutom far vi av gradskél att v/u — 0 da ¢ — 400 (u drar mer &n v), och detta tillsammans
med tabellen ovan ger skissen ovan till hoger, dér vi ser att AL% argq(z) — m da R — oo.
Eftersom poler saknas blir antalet nollstéllen for ¢, och dérmed for p, i sektorn 0 < Argz < /4
(1/27) limp— 00 (AL}? argq(z) + Acy argq(z) — Aps arg q(2)) = (04 m—m)/2r =0. Svar: Noll.

(a) f(2) = p(2)/q(z), dir nimnaren q(z) = 325 —82+10; eftersom grad ¢ = 6 har g sex nollstillen
totalt i C. Lat g(z) = 325 och h(z) = —8z + 10. P& cirkeln |z| = R &r |g(2)| = 3R® och
|h(2)| <8R+ 10, sa nir 3RS > 8R + 10 medfor Rouchés sats att ¢(z) = g(z) + h(z) har lika
manga nollstéillen i skivan |z| < R som ¢(z), d.v.s. alla sex. Fit sadant val av R &r R = 2, ty
3-26=192>26=28-2+ 10. Svar: T.ex. R = 2.

(b) Nér |z| &r stort &r f(z) approximativt lika med 2/3z. S&tt

2 22542245 2 —12234312—20
3z 326-82+10 3z 32(326-8z+410)°

9(2) = f(2) -

Eftersom f dr analytisk pa och utanfor cirkeln |z| = R medfér Cauchys integralsats tillimpad
pa ringen R < |z| < p att

(%) CRf(z)dz/cpf(z)dz/Cp%dH/c g(z)dz2m.§+/c o(2) d

3 P

for alla p > R. Men fc g(z)dz — 0 da p — oo eftersom ML-uppskattning ger

120% +31p+ 20
/ g(z)de| < 220 F3lo
c, 3p(3p° — 8p — 10)

2mp — 0, p — 00,

av gradskil. Genom att for fixt R lata p — oo 1 (%) far vi dérfor att fCR f(z)dz = 4mi/3.
Svar: 4mi/3.

Aven f? = (u? — v?) 4 i 2uw #r hel analytisk, och dérfor medfor medelvirdesegenskapen att

1
o

0= (O = 5 [ (e a0 = [ ((wlre)? = (ulre)? +i2ulre)utre®)) a

—T 2m —T

néirhelst » > 0, och genom att ta realdelar i denna ekvation foljer pastaendet.



TATA45 Komplex analys 2017-08-24, kommentarer

1. Flera forkastar de komplexa z som l6ser ekvationen sin z = 2 i tron att |sin z| < 1 (FEL); sin z kan
ju anta alla komplexa virden. Daremot dr som bekant —1 < sinz < 1 for alla reella tal x.

Sitter man s = €’* redan fran borjan blir det onodigt svart, eller rent av omojligt.

Det ir naturligtvis OK att skriva z = (/2 + 2mn) —iIn(2 £ /3) eller rent av z = (7/2 + 2mm) +
i1n(2=4+/3) i svaret i stéllet for z = (7/24 2mm) £iIn(24 /3); observera att 2 —v/3 = 1/(2+/3).
Likasa kan man sjélvfallet skriva ut de bada vinklarna 57/6 och /6 separat i stéllet for att skriva
ihop dem som 7/2 + /3.

2. Nagra fa har inte anvint spegelpunkter utan har kompletterat de givna w(0) = 1 och w(2i) = 2
med att avbilda en andra punkt pa cirkeln C, : |z| = 2 pa en andra punkt pa cirkeln C,, : |w| = 2,
typiskt w(2) = 2i eller w(—2i) = —2; valet w(2) = 2i ger fel avbildning medan valet w(—2i) = —2
RAKAR ge riitt avbildning, men utan ytterligare argument duger inte en sadan l6sning.
Spegelpunktsmetoden &r 6verldgsen och &r den jag rekommenderar, men man kan rattfardiga valet

w(—2i) = —2 ovan sa hir: Moébiusavbildningar avbildar C-cirklar pa C-cirklar och #r konforma,
och tre olika punkter i C bestdmmer entydigt en C-cirkel. Den Mébius w(z) som tar (0, 24, —2i)
pa (1,2, —2) avbildar dérfor imagindraxeln I, pa realaxeln R,,, och om T' dr bilden i w-planet av
C, avbildas de rita skdrningsvinklarna mellan C, och I, vid z = 42i pa réta skdrningsvinklar
mellan T" och R, vid w = £2, sa I maste vara cirkeln |w| = 2.

3. Observera att den aktuella Laurentserien endast far innehalla potenser av (z — 1), sa att svara
med nagot som innehaller t.ex. (z + 2) duger alltsa inte.
Négra tror att _ ,¢" =1/(1+¢) (FEL) da |q| < 1 istéllet for det korrekta >~ ¢" = 1/(1—q).

Ett fatal far rétt utseende pa termerna, men svarar med foljande utveckling i ringen 1 < |z—1] < 3:

241 1 & (—1)" I < (=D)*(z—-1)"
_ 2 _ 4z AEVAR A FEL).
2242z 2 n:Z_OO (z —1)nt1 *% n:Z_OO 3n ( )

Lagg maérke till de felaktiga undre granserna: Att skriva n = —oo 1 stéllet for det korrekta n = 0
ar odesdigert, eftersom serierna da faktiskt blir divergenta 6verallt — ett grovt fel, med andra ord.

4. Nagra svarar med ett ickereellt virde, vilket #r orimligt eftersom integralen #r rent reell.

Oviintat manga utnyttjar samma kontur som i 16sningsskissen men integrerar (cos z)/(2% + a?)?
i stiillet for €% /(22 +a?)?. Problemet med det ir att cos z inte dr begrinsad i 6vre halvplanet y > 0
eftersom |cos z|? = cos?® x + sinh? y, som ju blir stort nir y blir stort, se Ovning 2.21 i kompendiet
2015. Déremot &r ju |e®| = e™¥ < 1 nér y > 0.

5. Eftersom p(1) = 0 kan vi alltsa inte tillimpa argumentprincipen pa polynomet p(z) lings I'g:
argumenttillskottet for p(z) langs T'g blir ju odefinierat (ty 1 € T'g, och arg0 dr odefinierat).

Manga tror att det faktum att p(z) dr reellvéird nir z € L}, medfor att Apr argp(z) = 0 (FEL);
detta &r sant endast om p dessutom saknar nollstéillen pa L} (men p(1) = 0, som sagt).
Man kan ocksd parametrisera L% med t.ex. z = tei™/* t:0 — R, och da forindras polynomen

u(t) och v(t) ndgot — nu blir v = 0 nér ¢ = 2v/2 i stiillet — men i Gvrigt blir tabellen och skissen
desamma.

6. (a) Detta &r alltsa i praktiken en Rouchéuppgift, och det forekommer ett antal “klassiska” fel i
l6sningarna. Se kommentarerna till uppgift 3 pa tentamen 2016-04-01 for en allmén diskus-
sion.

(b) Inget att kommentera.

7. Nagon forsokte bevisa pastaendet genom att anvinda Cauchys integralsats pa den hela funktionen
f2, men det leder ingen vart eftersom dz = ire??df (en komplex differential) vid parametriseringen
z=re" t: —m — 7, och att ta real- och imaginirdelar i den parametriserade integralen ger inte
det 6nskade resultatet. (Detta forsok till bevis anvéinder inte heller villkoret pa f(0), och faktum
Ar att £(0)? maste vara rent imaginir for att pastiendet ska vara sant.)

Lars Alexandersson, 5 september 2017



