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Tentamen i Komplex analys (TATA45)
2017-04-21 k1 14.00-19.00

Inga hjdlpmedel dr tillatna. Fullstéindiga losningar kridvs. Varje uppgift ger 0-3 poéng, och for betyg 3/4/5
riicker 8/11/14 poing och 3/4/5 uppgifter bedémda med minst 2 poéng vardera. Losningsskisser publiceras pa
kurshemsidan preliminért k1 21.00.
1. Bestdm alla hela analytiska funktioner f = u + iv sadana att
v=1Imf =coshxsiny +eYsinz + xy + 1.
f skall uttryckas i variabeln z, alltsa som f(z).
2. Bestdm antalet nollstéllen som polynomet
p(z) =21 =323 4222 —62+1
har i (a) cirkelskivan |z] < 1/2 (b) halvplanet Re z < 0. (1p+2p)

« - dx .
3. Berdkna /o 211022 4 9) med residykalkyl.

4. (a) Bestdm en Mobiusavbildning w = S(z) som tar halvcirkelskivan |z| < 1, Imz > 0 pa kva-
dranten Rew > 0, Imw > 0 samtidigt som S(—1) = 0.

(b) Bestidm en Mobiusavbildning w = T'(z) som tar halvplanet Im z > 0 pa cirkelskivan |w| < 1
samtidigt som 7'(0) = 1

(¢) Om S och T ovan ér givna, bestdm med hjilp av dem en konform avbildning w = U(z) som
tar halvcirkelskivan |z| < 1, Imz > 0 pa cirkelskivan |w| < 1 samtidigt som U(—1) = 1.

Deluppgift (c) kan alltsa 16sas dven av den som inte har 18st (a) och/eller (b).
5. Lat

g > 1 “nd+1 n
f(z)= E o + E o och 9(z) = E - z
n=1 n=1 n=1

for de komplexa tal z dir de respektive serierna konvergerar. Bestdm konvergensringen Ry < |z| <
R for den forsta serien och konvergensskivan |z| < Rg for den andra, och berékna summorna f(z)
och g(z) i dessa respektive omraden; ange speciellt f(i/v/3) och g(2) i rektangulir form, om de
existerar.

6. Lat C* = C\ {0}, och antag att f € A(C*) dr sadan att f(1/n) =0 for allan = 1,2,3,... Visa
med ett exempel att det inte behover vara sant att f = 0 i hela C*. Varfor strider inte detta mot
entydighetssatsen for analytiska funktioner?

Om man dessutom vet att f inte har vésentlig singularitet i origo, kan man da dra slutsatsen att
f =01hela C*? Bevis eller motexempel!

7. Lat Q vara ett begrinsat omrade i C, och antag att f &r en nollskild analytisk funktion i 2 med
foljande egenskap: For varje zg € 092 ér det sant att |f(z)] — 1 nérhelst z — 2o inifran Q. Vad
kan sédgas om f?



1.

2.

TATA45 Komplex analys 2017-04-21, 16sningsskisser

Cauchy-Riemanns ekvationer ger forst ’U; = coshz cosy+e¥sinz+x = ul, som integrerad m.a.p. x
ger u = sinhz cosy — e¥cosx + 2%/2 + p(y), diir o dr en reellvird funktion av en reell variabel.
Derivering m.a.p. y och insittning i uj, = —v; ger sedan ¢'(y) = —y, alltsa p(y) = —y?/2+ A,
dér A ar en reell konstant. Vi far

f=u+iv=(sinhzcosy —e¥cosx +2%/2 — y?/2 4+ A) +i(coshasiny + e’ sinx + zy + 1).

f ar alltsa en hel funktion, och pa realaxeln z = x sammanfaller den med den hela funktionen
g(2) = sinh z—cos 2+ 22/2+ A+isin z+1i, som ocksa kan skrivas g(z) = sinh z—e ™%+ 22/2+ A+i.
Entydighetssatsen ger déirfor att f(z) = g(z) dverallt.

Svar: f(z) =sinhz —cosz +22/2+ A+isinz +i=sinhz —e % +22/2+ A+i, A€ R.

(a) Sitt f(2) = —62 och g(2) = 2* — 323 + 222 + 1. P& cirkeln |z| = 1/2 &r |f(2)] = 6]z| = 3
medan |g(2)| = |2* — 323 + 222 + 1] < |2|* + 3|23 + 2]2|> + 1 = 31/16 < 3, och dirmed ir
[f(2)] > |g(2)| pa hela denna cirkel. Rouchés sats medfor nu att f(z) + g(z), d.v.s. p(z), har
lika manga nollstéllen i cirkelskivan |z| < 1/2 som f(z), alltsa 1. Svar: Ett.

(b) Vi studerar argumenttillskottet for p(z) = 2% — 323 + 222 — 62 + 1 néir z genomloper kurvan
I'gr = Cr+1Ig (se figur nere till viinster). PA Cg far vi tillskottet Ac, argp(z) = Ag,, arg 24+
Acparg(l —3/2+2/22—6/23+1/2*) = 4-7+0 =41 dd R — oo. P4 I far vi p(z) =
p(iy) = (y* — 292 +1) +i(3y> — 6y) = (y*> — 1) +i3y(y*> —2) = u+iv, y : =R — R, och
didrmed nedanstaende teckentabell da y > 0 (observera att w &r jimn och v udda), samt
kurva w = p(z) da z genomléper Ig:

AY Av

Cr I'n ylol<|1]<]v2]|< '
N w(amn) [ 1|+ 0| +]| + | + Sond
x v(udda) | O | — | —=|—1| O | +

“w(lR)

Dessutom far vi av gradskil att v/u — 0 da y — Zoo (u drar mer &n v), och detta
tillsammans med tabellen ovan ger skissen ovan till hoger, déar vi ser att Ay, argp(z) —
0 da R — oo. Eftersom poler saknas blir antalet nollstédllen i vénstra halvplanet darfor
(1/2m) limp_yo0 (Acy, argp(z) + Ar, argp(z)) = (47 +0) /27 = 2. Svar: Tva.

3. Satt f(z) = 1/((z2 +1)%(22 +9)) = (2 +1i)"2(z — i) %(2* + 9)7'; den sékta integralen &r I =

Iy f(z) dz, och eftersom f ér jimn dr I = (1/2) [* f(z) dz. Studera nu konturen I'y = Lr+C},
dér Lp dr strickan fran —R till R och C’;g dr halvcirkeln fran R till —R i 6vre halvplanet. Om R
dr stort nog (R > 3) dr f analytisk pa och innanfér I'z utom i dubbelpolen z = i och i enkelpolen
z = 3i. Residysatsen och sedvanlig residyberikning ger darfor

(22 + 1)—2

— 9 P N N—2(.2 -1
/LR+C§ f(z)dz =2mi (lj:eff(z) + :iegslf(z)) = 2mi - (z4+1)72(z* +9) )’Z:i PRyp 9)|

- <<z<z HTE 0T = 2l ) 4 9+ ¢1>

z=1 2z
3 1 5
:2m'( + ):_77 R>3. (%)

64-2; 6467 96’
Vidare, fLR f(z)dz — 2I d& R — oo, och en ML-uppskattning ger

/c; f(2)dz

sa [+ f(z)dz — 0 da R — oo. Genom att lata R — oo i () far vi dérfor till sist 27 +0 = 57/96,
R
d.v.s. I =57/192.

TR

= (@ -1’ - 9)

— 0, R — o0,

o7
Svar: 1—92 .

z=31



4.

5.

(a) For att strickan fran z = —1 till z = 1 och halvcirkeln i 6vre halvplanet mellan samma
punkter ska avbildas pa tva stralar fran w = 0 maste w(1) = oo, vid sidan av det i uppgiften
givna kravet w(—1) = 0. Eftersom den rita skiirningsvinkeln bevaras vid konform avbildning
riicker det dérfor att t.ex. vilja w(0) = 1 for att fa réitt avbildning. De tva tripplarna ger nu
med standardmetoder w = S(z) = (1 + 2)/(1 — 2).

(b) Vi kompletterar kravet w(0) = 1, som innebér att en randpunkt gar pa en randpunkt, med
par av spegelpunkter pa bada sidor, t.ex. w(i) = 0 (inre punkter) och w(—:) = oco; da vet vi
att avbildningen blir réitt. Pa sedvanligt sitt far vi nu w = T'(z) = (i — 2) /(i + 2).

(c) Eftersom avbildningen w = 22 &r tar kvadranten Re z > 0, Im z > 0 konformt pa halvplanet
Imw > 0 och tar z = 0 pa4 w = 0 kan vi m.h.a. S och T séitta U(z) = T'(S(z)?) for att fa den
onskade avbildningen; notera speciellt att U(—1) = T(S(—1)?) = T(0%) = T(0) = 1.

Svar: T.ex. S(z) = 11Lz, T(z) i—z och U(z) = T(S(2)?).

Med standardutvecklingar far vi Log(1 4+ w) = >, (—=1)" " w™/n i skivan |w| < 1, som ocksd &r

denna series konvergensskiva; dessutom &r e =Y >° jw™/n!, och ddrmed Y 7, w"/n! =e* — 1,
for alla w € C. Med w = —2z for |z| < 1 respektive w = 1/2? for z # 0 far vi dérfor genast

— 2" 1
(%) f(z)zzg—i—zm:—Log(l—z)+exp(z—2)—1, 0< |zl < 1.
n=1 n=1

z = i/+/3 ligger i detta omrade, och direkt insittning ger f(i/v/3) = (—In(2/v/3)+e~3—1)+im/6.
Vidare, termvis derivering av " /2" = 1/(1 — z) da |z| < 1, som ocksa #r denna series konver-
gensskiva, ger > 02 nz""! =1/(1—2)% 84> 2 nz" =z/(1—2)? da |z| < 1. Upprepar vi detta
(derivering och sedan multiplikation med z) far vi forst Y~ jn?2""t = (1+2)/(1 - 2)? och sedan
Yoo n?zt =3 n?z" = (24 2?)/(1 — 2)®, bada med konvergensskiva |z| < 1. Alltsa,

e B N L S
n=1 n=1 n=1

Denna serie har konvergensradie 1, sa for z = 2 ér serien divergent, varfor g(2) &r odefinierat.

1 1 1.4 T - .
Svar: Se (%) och (%) ovan; f(%) = <e_3 -1- 5 In §> + U medan ¢(2) &r odefinierat.

. Som ett motexempel kan vi ta f(z) = sin(r/z); da &r f analytisk i C* och f(1/n) =sin(mn) =0

forn =1,2,3,... Att detta inte &r ett motexempel till entydighetssatsen for analytiska funktioner
beror pa att 1/n — 0 ¢ C* da n — oo, d.v.s. pa att hopningspunkten inte tillhér omradet.

Origo &r en isolerad singularitet till f, sa om f inte har vésentlig singularitet dér har den antingen
pol eller hiivbar singularitet diir, vilket innebér att funktionen g(z) := 2z f(2) har hiivbar singula-
ritet i origo déir N > 0 &r polens ordning (N = 0 om f har hivbar singularitet i origo); vi kan dérfor
definiera g(0) sa att g blir analytisk dven i origo: g € A(C), saledes. Men g(1/n) = f(1/n)/n" =0
forn =1,2,3,..., 0ch 1/n — 0 € C och nu kan vi anviinda entydighetssatsen, pa g € A(C), och
inser att g = 0 i hela C och dérmed ocksa att f =01 hela C*.  Svar: T.ex. f(z) = sin(w/z); ja.

. Sitt p(2) == |f(2)] for z € Q och p(z) := 1 for z € 9Q. Enligt forutsiittningarna éir da ¢ en

reellviird kontinuerlig funktion pa den kompakta méngden Q, varfor ¢ antar ett storsta viirde i
nagon punkt ¢ € Q. Vi delar nu upp i tva fall:

Om c € Qé&r [f(2)| <|f(c)] for alla z € Q, s& maximumprincipen medfor att f dr konstant i §2.
Om c € 9O ar |f| <11 Q. Eftersom f # 0 enligt forutsittningarna dr ocksa g := 1/f analytisk
iQoch |g(z)| = 1/|f(z)| — 1 nérhelst z — zo och zg € 9. Vi kan dérfor upprepa resonemanget
i forsta stycket, men med 9(z) := [g(2)| for z € Q och ¥(z) := 1 for z € 99, och inse att 1) antar
ett storsta virde nagonstans i 2. Men ¢ = 1 pa 02 medan ¥ > 11 (), sa detta maximum antas
nagonstans i . Som i andra stycket antar |g| dirfor ett storsta virde i Q, varfor g, och ddrmed
dven f, ar konstant i €.

I bada fallen &r alltsa f konstant i €, och eftersom |f(z)| — 1 nérhelst z — 2 inifran Q for varje
zo € 02 maste denna konstant vara nagot A € C sadant att |A| = 1.

Svar: Det finns nagot A € C med belopp 1 sadant att f(z) = A for alla z € Q.
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TATA45 Komplex analys 2017-04-21, kommentarer

Observera att den funktion f(z) man far dr analytisk, sa svar som innehaller t.ex. e* dr orimliga.
Négra tar en onddigt jobbig vig och integrerar bade u), = v; (m.a.p. x) och uy, = —v, (m.a.p. y),
och forsoker sedan pussla ihop dessa bada uttryck for u till ett enda uttryck for u, oftast pa mycket
oklara sitt; framfor allt framgar det normalt inte att man har hittat alla 16sningar.

Observera att integrationskonstanten A € R; u ér ju en reellvérd funktion. Att skriva A € C, eller
att sitta A = A + i och sedan skriva A € C, ger for manga losningar (FEL).

Flera skriver coshx = cosiz och anvinder egenskaper for cos och sin, vilket i och for sig ar OK,
men det dr enklare att anviinda att (cosh )’ = sinh 2 och (sinh )’ = cosh z. Nagra tror for 6vrigt
att (coshz) = —sinhz (FEL).

Flera forsoker skriva om funktionen f = u + v fran variablerna x och y till variabeln z utan att
anvéinda entydighetssatsen, vilket ar fullt mojligt, men klart svarare. Risken &r da ocksa att man
— efter att ha gjort nagot (litet?) fel — far kvar uttryck som innehaller z, jfr forsta stycket.

(a) T denna Rouchéuppgift forekommer det ett antal "klassiska” fel i ldsningarna. Se kommenta-
rerna till uppgift 3 pa tentamen 2016-04-01 for en allmén diskussion.

(b) Som vanligt gar det bra att faktorisera endast en av u och v vid undersskningen lings
imagindraxeln, som i kompendiet.
(I sjilva verket gar kurvan w(Ig) i w-planet i detta fall genom punkten w = 1 inte bara da
y = 0, utan &ven da y = ++/2; det framgar inte av min kurvskiss. Det spelar dock ingen roll
eftersom det dr bara #r tecknet som &r relevant.)

. Integralen &r tydligt positiv, sa icke-reella svar eller reella svar < 0 &r orimliga.

Overraskande manga forsoker anviinda konturen till hoger, alltsa

c
Tp=Lr+Cr—1Ip (FUNGERAR INTE). I'n % r

Notera att singulariteterna z = i och z = 3i ligger pa konturen, och da kan Lg
residysatsen inte anvéndas éver huvud taget.
Manga gor fel vid berikningen av residyn i dubbelpolen z = 4, och tror att

1 d 1
= — FEL

=i (22+1)%2(22+9) 22 +9

som om man bara kunde ta bort den ”farliga” faktorn (2% 4+ 1)? i nimnaren. I sjilva verket maste
man ju skriva f(z) i formen
9(2) !

f(z) = m, och héar blir saledes g(z) = m =(z+ i)_Q(Z2 + 9)_1a

och vi far att Res,—; = ¢’(i), som i l6sningsskissen.

(a) Det dr alltsa ndidvindigt att w(l) = oo for att bilden ska bli ett kvartsplan. Det &r ocksa
tillrackligt, tack vare konformiteten, eftersom den réta skdrningsvinkeln vid z = —1, till
storlek och orientering, bevaras vid w = 0, och omradet till viinster avbildas pa omradet till
vénster. Déarfor ricker det att komplettera w(—1) = 0 och w(1) = oo med t.ex. w(0) = 1,
som i 1osningsskissen, eller w(i) = i, for den delen. Alla méjliga losningar far vi fér ovrigt
genom att lata w(0) = a f6r nagot a > 0, och da blir

1+z2
1-z
Négra har kompletterat pa annat sétt, typiskt med w(i) = 1 (FEL) eller med w(0) =i (FEL);
da blir bilden i stéllet fidrde kvadranten Rew > 0, Imw < 0 respektive andra kvadranten
Rew < 0, Imw > 0.
Ater andra anviinder inte att w(1) = oo éver huvud taget utan forsoker med andra punkter.
Da dr det inte langre sjilvklart att bilden blir en kvadrant, utan det maste motiveras noggrant.

Om t.ex. (—1,0,4) — (0,1,4) rakar det bli ritt (men det dr inte uppenbart varfér), men om
teex. (—=1,0,7) — (0,2,4) blir det fel!

w=2S5(z)=a a >0, men det efterfragas inte i uppgiften.



(b) Hér har de flesta anviint spegelpunktsresonemang, vilket ér enkelt och bra.
Nagra har i stédllet avbildat tre punkter pa realaxeln pa tre punkter pa enhetscirkeln, typiskt
(0,1,00) — (1,4,—1), och da vet man ju att realaxeln Im z = 0 avbildas pa enhetscirkeln
|w| = 1. Man far da inte glomma att motivera varfér évre halvplanet Im z > 0 avbildas pa
skivan |w| < 1 och inte pa omradet |w| > 1. Det kan man som bekant géra genom att visa
att nagon inre punkt avbildas pa nagon inre punkt, eller genom att hénvisa till att omradet
till vénster avbildas pa omradet till vénster, relativt orienteringen.

(¢) Hér har de allra flesta trott att U(z) = T'(S(z)) duger (FEL), men i sa fall blir &ven U(z) en
Moébiusavbildning, och en sadan kan aldrig avbilda en halv cirkelskiva pa en hel cirkelskiva:
De bada rata vinklarna pa randen till omradet i z-planet maste i sa fall avbildas pa réita
vinklar pa randen till omradet i w-planet, men déar finns ju inga rita vinklar.

. Inget att kommentera.
. Om f inte har vésentlig singularitet i origo kan man alternativt resonera som foljer.

e Om f har pol i origo vet vi att |f(z)] = 400 da z — 0, och speciellt finns det dérfor nagot
0 > 0 sadant att f(z) # 0 for alla z sddana att 0 < |z| < §. Men om n &r ett heltal som &r
sa stort att n > 1/6 &r f(1/n) = 0 trots att 0 < |1/n| < J, en motségelse.

e [ det aterstaende fallet har f hivbar singularitet i origo, och da kan man folja 16sningsskissen,
med N = 0.

. Observera att det inte forutsétts i uppgiften att f dr definierad pa randen 9). Man kan alltsa inte
anvénda maximumprincipen i begréinsade omraden, eftersom den forutsétter att f &r analytisk
i © och kontinuerlig pa €.

Lars Alexandersson, 2 maj 2017



