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Tentamen i Komplex analys (TATA45)
2017-01-14 k1 14.00-19.00

Inga hjdlpmedel dr tillatna. Fullstéindiga losningar kridvs. Varje uppgift ger 0-3 poéng, och for betyg 3/4/5
riicker 8/11/14 poing och 3/4/5 uppgifter bedémda med minst 2 poéng vardera. Losningsskisser publiceras pa
kurshemsidan preliminért k1 21.00.

1. Lat C vara cirkeln |z| = 2 tagen ett varv i positiv led. Berékna

———dz.
o 24+ 2023 4+ 322

2. Bestim en Mabiusavbildning w(z) som tar cirkeln |z + 2i| = /8 pa imagindraxeln Rew = 0
samtidigt som w(0) = 5 och w(2) = 0. Bestdm sedan den méngd i z-planet som avbildas pa
realaxeln Im w = 0 i w-planet.

3. Bestdm termerna till och med grad 3 i Maclaurinserien f6r

cosh z

f(z) =

CcoS z + sin z

och bestédm seriens konvergensskiva |z| < R. Ange ocksa E{:eg, (f(z)/z%).
4. Bestdm antalet nollstéllen som polynomet
p(z) =25 4+42° + 22+ 3242
har i fjairde kvadranten Rez > 0, Im z < 0.

5. Lat 0 < o < /2 vara en given vinkel och siitt A = e¢®. Beriikna integralen

00—t _ =\t
I(a) = / £ —° a
0 t

genom att integrera funktionen f(z) = e~ #/z lings randen till den indragna tartbiten e < |z| < R,
0 < Argz < « och gora en grinsdvergang.

6. (a) Definiera vad som menas med en gren till en flervird funktion i ett omrade.

(b) Lat Q vara C med kurvan y = sinx, 2 > 0, borttagen, och lat f(z) vara den gren till 2*/2 i Q
for vilken f(—1) = —i. Beriikna f(3 —4i) samt f’(1) och f’(4). Svaren skall ges i rektangulér
form, alltsa i formen a + ib dar a,b € R.

7. Undersok om det till varje n € {1,2,3,...} finns ett polynom p,(z) sadant att

1 1
= —pul(2)] < —.
Pn(2) -

z

max
|zl=1

Bestim i sa fall en sadan f6ljd av polynom p1(2), p2(2), p3(z), ... eller visa att foljden inte existerar.
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1. Innanfor C : |z| = 2 har f(z) = €%/ (2%(2? + 2iz + 3)) dubbelpolen z = 0 och enkelpolen z = i;
notera att singulariteten z = —3i ligger utanfoér C'. Vi far residyerna
er? we™? €™ (2z + 2i) T 2
R == (53— = =c-=
Res f2) =22 <22—|—2iz+3> |==0 9

T 2242243 (2+2iz+3)2|==0 3
och
e7rz/z2 eﬂ"Z/ZQ 1

R = _ 1
Res f(2) T (24 2iz+3|=1 2z+v2il=i " 4’

T 20 1 1770 2m?
de=omi( -2 ) =20
/Cf(z) : m(3 9+4¢) 8 t3

2. Att w(0) = 5 ger med nodviindighet w(2i) = —5, eftersom 0 och 2i dr spegelpunkter m.a.p.
cirkeln |z 4 2i| = v/8, och 5 och —5 ir spegelpunkter m.a.p. linjen Rew = 0 (rita figurer!). Kravet
w(2) = 0 innebér att randpunkten z = 2 avbildas pa randpunkten w = 0, och didrmed kommer
Moébiusavbildningen som bestédms entydigt av dessa tre punktpar att avbilda som ¢nskat. Vi far
med standardmetoder w(z) = (10 — 5z)/((1 + 2i)z + 2).

sa residysatsen ger

Léat I, vara realaxeln Imw = 0 i w-planet och I', den C-cirkel i z-planet som avbildas pa T,
under w(z) ovan. Eftersom z-trippeln (24,2, 0) avbildas pa w-trippeln (—5,0,5), och dessa tre w-
punkter ligger pa I'y,, kommer den entydigt bestidmda C-cirkel som innehéller de tre z-punkterna
att avbildas pa I'y, och ddrmed vara den sokta C-cirkeln I',. En enkel figur visar att I', &r cirkeln

|z — (14+14)| = V2.

10-5
Svar: w(z) = m; cirkeln |z — (1 +14)| = v/2.
3. Ndmnaren cosz +sinz = 0 & (e +e7%) /24 (e¥* — e %) /2i = 0 & €2* = —i & 2iz = log(—i) =

—im/2+i2nT & z = —w/4+ nm, n € Z. T dessa (reella) punkter ér téljaren cosh z # 0, sa f har
poler i alla dessa punkter men &r analytisk for 6vrigt. Maclaurinserien for f konvergerar darfor i
skivan |z| < R, ddr R &r avstandet till ndrmaste pol fran origo sett, —m/4, sa R = /4.

Ansatsen f(z) = co + c12 + 222 + c32% + O(2*) ger efter multiplikation med cosz + sinz =
1+ 2—22/2 - 23/6 + O(2*) och jimforelse med coshz = 1 + 22/2 + O(2*) sambanden ¢y = 1,
co+c1 =0, —co/2+c1+ca=1/2, —co/6—c1/24+ca+c3=0,dvs. co=1,¢1 = -1, ca =2,
c3=—T/3,84 f(z) =1—2+222 - 723/3+ O(z%).

Slutligen, f(2)/2* = 1/2%=1/23+2/22—(7/3)/2+0(1) da 0 < |z| < 7/4, s& R_eos(f(z)/z4) =-7/3.

Svar: f(z) =1—2+222 - 723/3+O(2*); R =n/4; Ijzeg(f(z)/z4) =-7/3.

4. Studera argumenttillskottet for p(z) = 2° + 423 + 22 + 32 + 2 niir 2z genomldper den positivt
orienterade konturen I'r = Cr — Lr — IR (se figur nedan till vénster). Vi far att Aq, argp(z) =
Acy, arg2® + Acparg(l+4/22 +1/23 +3/22 +2/2°) - 5-7/24+0=57/2dd R — oo. P4 Ly
ar p(z) = p(x) = 2° + 42® + 22 + 32 + 2, diir x : 0 — R; séledes dr p(2) reellt och > 2 dir, sa
trivialt &r Ay, argp(z) = 0 for alla R > 0. Pa I ir p(z) = p(iy) = (—y? +2) +i(y® — 4y> + 3y) =
(=2 +2)+iy(y? —1)(y* —3) = u+iv, diir y : —R — 0. Vi far nedanstiende teckentabell, och vi
noterar ocksa att u/v — 0 da y — —oo av gradskil, sa v drar mer én u.

> yll<|-v3|l<|-V2|<|-1]<]o0
Ir Ip: ul| — — — 0 + |+ |+ |2 =
CR v — 0 + + + 0 — 0 u

I'r=Cr—Lgr—1Ig

Fran figuren ovan till hoger ser vi att Ay, argp(z) — —37/2 da R — oo, och eftersom poler saknas
medfoér argumentprincipen att antalet nollstéllen for p i fjirde kvadranten &r
1 /57

.1 .1 .
1%1_1)1100 %AFR argp(z) = }%1_1}1;0 %ACR,LR,IR argp(z) = o (7 —-0-— (7)> =2. Svar: Tva.



5.

6.

Fixera o €]0,7/2[ och lat T'e g = L;R +Cr+ LS,R + C, vara randen till den indragna tartbiten
genomldpt 1 positiv led (rita figur!). Eftersom f(z) = e™%/z dr singulér endast i origo ger Cauchys
integralsats

(+) /FR f(z)dz = 0.

Vi parametriserar striickan L] ; pa positiva realaxeln med z = ¢, t : ¢ — R, och striickan L? p pa
stralen Argz = a med z = "t = M, t : R — €, och far

R —t € —\t R —t _ =X\t
(2)dz + (z)dz:/ e—dt+/ < )\dt:/ £ -°
L;R LE,R € 3 R At € 3

Vidare, eftersom |e=*| = =% < e~ 5% p3 Ok och cosa > 0 ger ML-uppskattning
e—Rcosa
f(z)dz §T~o¢R:a6_RC°SQ%O, R — o0,
Cr

sa fCR f(z)dz — 0 da R — oo. Notera ocksa att f har enkelpol med residyn 1 i origo, sa
f(z) =1/z4 g(2) for en funktion g som &r analytisk i origo, varfor

1
/f(z)dz:/ —dz+/ g(z)dz:—ia—i—/ 9(z)dz = —ia+0, e— 0T,
C. C. # c c

ty [¢ (1/2)dz = [Log 2] r = (Ine)— (Inetia) = —ia, och Je. 9(2) dz — 0 eftersom g ér begrinsad
néra origo och langden av C, gar mot noll.
Lat nu R — oo och € — 01 i (x). Vi far I(«) + 0+ (—ia) = 0, d.v.s. I(a) = ia.
Svar: I(a) = ia.
(a) Se Definition 2.5 i kompendiets upplaga 2015 (och 2014).

(b) Lat logz = In |z| +i6(2), dir 0(z) ett ett kontinuerligt varierande argument fér z i Q och
0(—1) = 7 (rita figur 6ver Q); log z dr da en gren till log z 1 Q, och alla grenar till logz i Q
ges av log z + i2nm, n € Z. Varje gren f(z) till z'/2 1 Q kan dérfor skrivas

F(2) = exp((log z + i2n7) /2) = (~1)" exp((log z)/2) = + exp((log 2)/2),

alltsa totalt tva olika grenar. Kravet f(—1) = —i ger nu, eftersom log(—1) = i0(—1) = ir

och exp(im/2) = i, att tecknet ”—" maste véljas for f(z) ovan. Saledes dr
o R W
f(z) = —exp((logz)/2), och dédrmed &r f'(z) = —exp((log2)/2) - Sy v
z z

Sitt w = f(3—44). Vi konstaterar forst att w? = 3—4i, och med w = u+iv far vi pa sedvanligt
sitt (via u? —v? = 3 och 2uv = —4) att antingen #r w = 2 — i eller s& dr w = —2 + 4. Lat
0o = 0(3 — 44). Notera att m < fy < 2, sa exp(ify/2) ligger i andra kvadranten och dédrmed
ligger w = —v/5 exp(ify/2) i fjirde kvadranten; alltsa dr w = 2 — 4.
Slutligen ser vi i figuren att 6(1) = 27 och 0(4) = 0, varfor f(1) = 1 och f(4) = —2, och
dédrmed &r (1) =1/(2-1) =1/2 och f'(4) = (-2)/(2-4) = —1/4.

Swar: f(3— 4i) =2~ i, f(1) = 1/2, f/(4) = ~1/4.

7. Lat p(z) vara ett polynom. Nér |z| =1 &r |1/z —p(2)| = |1 — zp(2)|/|z| = |1 — zp(2)| = |q(2)], dir

vi har satt ¢(z) = 1 — 2 p(2); notera att g ér ett polynom. Vi far darfor

é —p(2)

max
|2|=1

= max |¢(z)| = max |q(2)| > |¢(0)| =1,
ma fg(2)] = max [o(2)] > la(0)

dir steg * dr maximumprincipen tillimpad pa ¢. Eftersom 1/n < 1 for alla n € {1,2,3,...} kan
det inte finnas nagot enda polynom p,(z) sadant att max|z|:1’1/z - pn(z)‘ < 1/n, langt mindre
en foljd av sadana polynom.

Svar: Nagon sadan foljd existerar inte.
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. Det gar ocksa bra att beriikna residyn i z = 4 genom att anviinda den fullstéindiga faktoriseringen
2t +2i2% 4+ 322 = 22(2 4 3i) (2 — i) sa att, med g(z) = €™/ (2%(z + 3i)) som &r analytisk i z =1,

e“/(zQ(z + 31)) — Res

zZ—1 2=i 2 — 1

29— g = ) = 1

R =R .
Res f(2) = Res 22(z + 3i) ==t 4

Vid berékningen av residyn i dubbelpolen z = 0 var det nagra som inte skrev ner vad derivatan
av €™ /(2% + 2iz + 3) blir, uttryckt i z. Ténk pa att fullstindiga l6sningar krivs.

. Tuppgiften var det alltsa enkelt att se, rent geometriskt, att cirkeln T, : |z — (1414)| = v/2 avbildas

pa realaxeln I'y, i w-planet. Alternativt kan man resonera sa héir: z = co avbildas pa w = —1+2i ¢
Ty, sa IT', dr en vanlig cirkel |z — ¢| = r. Eftersom spegelpunkten till w = —1 + 24 m.a.p. [, dr
w = —1 — 2i och spegelpunkten till 2 = co m.a.p. ', ér z = ¢ far vi ekvationen w(c) = —1 — 21,

med l6sningen ¢ = 1 + ¢. Vidare, eftersom t.ex. w(0) = 5 € T'y, och ddrmed z = 0 € T, far vi
r=10—(1+14)| = 2. (Manga bestdmde t.o.m. inversen: z(w) = (10 — 2w)/((1 + 2i)w + 5).)

Nagra anviinder inte spegelpunkten till z = 0 som tredje punkt utan chansar med w(—2) = oo
eller w(—2) = i eller liknande. Detta ger inte riitt avbildning, och dven om det skulle raka gora
det maste det i sa fall motiveras (w(—2) = 5i rakar ge rétt avbildning i detta fall).

. T ansatsen maste ordotermen skrivas ut; att skriva f(z) = co + 12 + c22% + c32® dr FEL — i sa fall
vore ju f(z) ett polynom.

En handfull personer har, niir de har 16st ekvationen cos z + sin z = 0, fatt z = 37 /4 + nm, n € Z,
vilket &r rétt, men tror sedan att z = 37/4 &r den punkt som ligger ndrmast origo (FEL); nérmast
origo #r z = —m /4, vilket svarar mot n = —1.

. Som vanligt gar det bra att faktorisera endast en av u och v (enklast hér: u) vid undersékningen
ldngs negativa imaginéraxeln, som i kompendiet.

Da far man tabellen intill, och tillsammans med att y | —o | < | =vV2|<]|o0
u/v — 0 day — —oo ger den en kurvskiss didr man ser Ir:  w — — 0 + | 2
att A, argp(z) = —371/2 dd R — oo, som forut. v - |7 + 710

Flera har ritat hur hela imagindraxeln avbildas, alltsa inte bara delen y < 0. Gér man det maste
det tydligt framga vilken del av kurvan som kommer fran delen y < 0.

Vid undersokningen lings positiva realaxeln maste man papeka att u > 2 (eller v > 0) da « > 0,
vid sidan av att v = 0; att bara siga att p(x) dr reellt ricker inte eftersom det #r viktigt att
p(xz) # 0 for x > 0.

. Det gar ocksa bra att berdkna fc (1/2) dz genom parametrisering, typiskt z = ee®, 6 : a — 0,

och fa [, (1/z)dz = fgid@ = —ia.

Nagra har sagt att fCR (e7*/z)dz = 0da R — oo p.g.a. Jordans lemma, men det dr inte uppenbart

utan maste motiveras. Ett specialfall av Jordans lemma &r att [+ |**[|dz| &r begrénsad (< )
R

for alla R > 0 om C}; &r (en del av) halveirkeln fran R till —R i 6vre halvplanet. Ska man anviinda
Jordans lemma maste man i sa fall byta integrationsvariabel z = —is, d.v.s. s = iz, varigenom
cirkelbdgen Cr fran R till Re™ i forsta kvadranten i z-planet 6vergar i cirkelbagen C}, fran Ri
till Rie" i andra kvadranten i s-planet, och [, (e7%/2)dz = fcg (€%®/s) ds; denna senare integral

kan man tackla med Jordans lemma.

. Nagra har, med v = arctan(4/3)/2, fatt f(3 — 4i) = +/5(cosv — isinv), vilket #r riitt och i
rektangulér form (och kraftigt forenklat blir 2 — 7).

. Inget att kommentera.

Lars Alexandersson, 24 januari 2017



