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Tentamen i Komplex analys (TATA45)
2016-08-25 k1 14.00-19.00

Inga hjdlpmedel dr tillatna. Fullstéindiga losningar kridvs. Varje uppgift ger 0-3 poéng, och for betyg 3/4/5
riicker 8/11/14 poing och 3/4/5 uppgifter bedémda med minst 2 poéng vardera. Losningsskisser publiceras pa
kurshemsidan preliminért k1 21.00.

1. Berikna alla viarden — och ange antalet olika varden — for var och en av
(i%)1/3, (=1)"Y™  och  1Y2 414
Virdena skall anges i rektangulér form, alltsa i formen a + ib dér a,b € R.
2. Bestdm antalet nollstéllen som polynomet
p(z) =2 +i23 — 1022 —4iz +9
har i 6vre halvplanet Im z > 0.
3. Berikna med residykalkyl
/ e dx .
oo (@2 4 20)3
4. Antag att « #r ett reellt tal sadant att 0 < o < 1. Bestédm en Mbiusavbildning w(z) som avbildar

cirkeln |z| = 1 pa cirkeln |w| = 1 samtidigt som w(«) = 0. Bestdm sedan alla a av ovanstaende
typ som &r sadana att imagindraxeln i z-planet avbildas pa nagon cirkel med radie 1 i w-planet.

5. (a) Formulera maximumprincipen i begrinsade omraden.

(b) Bestim maximum av

‘(z —1)e® ‘
pa den slutna cirkelskivan |z| < 1. Ange ocksa i vilka punkter maximum antas.

6. Berakna

/2
/ tan(f + ia) db, a reellt # 0.
—7/2

7. Lat Q vara ett omrade i C som dr symmetriskt med avseende pa realaxeln R (vilket betyder att
z€ Q< ze Q). Antag att f € A(Q) och att f dr reellvird pa Q N R. Visa att

m:f(é), z €.

(Att visa pastaendet i specialfallet Q = C ger 1p.)
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L. (i%13 = (—=1)/3 = exp((1/3) log(—1)) = exp((iw +i2nm)/3), n € Z, som ger de tre olika viirdena
exp(—im/3) = (1 —iv/3)/2, exp(i7/3) = (1 +iv/3)/2 och exp(iT) = —1.
(—=1)7/™ = exp((—i/m) log(—1)) = exp((—i/m) (i +i2n7)) = exp(1+2n), n € Z, alla olika, d.vs.
oandligt manga olika varden.
112 4+ 114 = exp((1/2)log1) + exp((1/4) log 1) = exp(imm) + exp(in7/2), m,n € Z, som p.g.a.
periodiciteterna endast kan ge olika viarden for m = 0,1 och n = 0,1, 2,3, d.v.s. hogst atta olika
virden. Inséttning ger virdena 2, 1+14, 0, 1 — i, 0 (igen), —1 + i, —2 och —1 — 4, alltsa sju olika
vérden.
Svar: (1+iv/3)/2 och —1 (tre olika);
exp(l 4 2n), n € Z (odndligt manga olika);
42,1414, —1+i och 0 (sju olika).

2. Vi studerar argumenttillskottet for p(z) = 2% + iz® — 102% — 4iz + 9 néir z genomloper kurvan
I'r = C}t + Lg (se figur nere till vénster). P4 C}; far vi tillskottet AC; argp(z) = AC; arg z* +
AC; arg(1+i/z—10/2% —4i/z3+9/2%) = 4.7+ 0 =47 dd R — oo. P& Lp far vi p(z) = p(z) =
(zt — 1022 + 9) +i(2® — 42) = u +iv, dir u = (2% — 9)(2? — 1) och v = x(a? — 4), och dérmed
nedanstaende teckentabell da « > 0 (observera att u dr jaimn och v udda) samt kurva w = p(z)
da z genomloper Lp:

Ay

—C}t s o]l<|1]<]2]|<]3]<
‘ - v (jamn) ||+ | + ] 0 | — -1 0|+

i = v(udda) || O | — | = | —| O |+ | + | +

Dessutom far vi av gradskil att v/u — 0 da @ — £o00 (u drar mer dn v), och detta tillsammans

med tabellen ovan ger figuren ovan till héger, dir vi ser att Ay, argp(z) — —4w da R — oo.

Antalet nollstéllen i dvre halvplanet blir dérfor (1/27)limp—eo (Aq+ argp(z) + AL, argp(z)) =
+ .

(4w — 4m) /27 = 0, eftersom poler saknas.
Svar: Noll.

3. Sitt f(2) = 1/(2?+2i)3. Eftersom ekvationen z? = —2i har rotterna 4(1 —1i) far vi faktoriseringen
f(z)=(z—1414)73(z +1—1)~3. Sokt integral &ir [ = ffooo f(t)dt. f dr analytisk utom i polerna
+(1—4), som har ordning 3. Lat L vara strickan fran —R till R och lat C}; vara halvcirkeln fran
R till —R i 6vre halvplanet (rita figur!). Om R ir stort nog (R > v/2) medfor residysatsen (eller
Cauchys integralformel for derivata) att

' 1 d? 3 (=3)(—4) 3«7 .
(%) LJ;&Z(,)‘SZ = 27T§:R_els+if(z) = 2mi 5@(,2 —1+4+14) [——— mm = a(—l +1).
Vidare, eftersom |22 + 2i| > |z|2> —|2i| = R? —2 > 0 pa C}, om R &r tillriickligt stort far vi
ML-uppskattningen
|t
Cr

Dessutom ser vi att fLR f(2)dz — I di& R — oo, sa grinsovergang i (%) ger slutligen att T+ 0 =
3r(—1+1)/64.

< il 7 =0 da R — oo.

(R —2)

3T ,
Svar: a(fl +1).

4. Lat C vara cirkeln |z| = 1 och C cirkeln |w| = 1. Att w(a) = 0 ger med nédvindighet att w(1/a) =
00, ty @ och 1/« #r spegelpunkter m.a.p. C' (notera att @ € R) och 0 och oo ér spegelpunkter
m.a.p. C. For att C skall avbildas pa C #r det nu nédvindigt och tillriickligt att nagon punkt pa C
avbildas pa nagon punkt pa C, och den frihet man har &r att w(1) = A for nagot A med |A| = 1.



Med givet A blir Mobiusavbildningen entydigt bestdmd: w(z) = Az — a)/(1 — @z). Obs! For att
losa uppgiften ricker det att bestimma en sadan avbildning, t.ex. w(z) = i(z — a)/(1 — az).

Lat I vara imagindraxeln Rez = 0 i z-planet. Eftersom w(1/a) = oo och 1/a ¢ I ir bilden I
i w-planet en vanlig cirkel |[w — ¢| = r. Centrum ¢ = w(—1/a) = —Aa + 1/«a)/2, ty 1/a och
—1/a dr spegelpunkter m.a.p. I och oo och ¢ dr spegelpunkter m.a.p. I. Vidare, t.ex. 0 € I sé
w(0) = —Aa € I, och dirmed &r radien 7 = |-Xa + Ma +1/a)/2| = (1/a — a)/2; vi far dérfor
att r =1 a?+2a—1=0%< a=+2—1 (oberoende av val av \), eftersom 0 < a < 1.

A =1); a =2 —1 (entydigt).

Svar: t.ex. w(z) =1 - (alla ges av w(z) = A S

o
1—az 1—az’

(a) Om Q #r ett begrinsat omrade och f #r analytisk i Q och kontinuerlig pa Q = Q U 95, sa
antar |f| sitt storsta viirde pa randen 0fQ.

(b) Sitt f(z) = (2—1)e* och p(2) = | f(2)|?; d& &r f hel analytisk och p(2) = (22 +y?—22+1)e?®.
Enligt maximumprincipen i begrinsade omraden réicker det att undersoka randen |z| =1 for
att hitta maximum av |f(z)| pa den kompakta skivan |z| < 1, och eftersom f inte &r konstant
kan maximum av | f(z)| inte antas i nagon inre punkt, enligt (den vanliga) maximumprincipen.
Pa randen |z| = 1 dr 22 + y? = 1 och diirmed dr p(2) = (2 — 2x)e?® dir. Optimering av
g(z) = (2—2z)e?* for —1 < 2 < 1 ger med elementiira envariabelmetoder gmax = g(1/2) = e
och diarmed &r |f|max = |f(1/2 £iv3/2)| = V/e.

Svar: Maximum = /e, och det antas i punkterna 1/2 + z\/§/2

. Siitt w = 0 +ia och b = €2%; eftersom a &r reellt och a # 0 #r b > 0 och b # 1, och

. (eiw _ e—iw)/Qi 1 621'111 -1 1 621'96—211 -1 1 621'9 —b
aANW = ——————————  — — T Y5 T — T Yo 5. T — T Yoo >
(ezw + efzw)/Q i e2iw +1 7 6216672‘1 +1 7 6210 +b

sa med z = €% far vi, dir C #r den positivt orienterade enhetscirkeln |z| = 1 tagen ett varv,

/2 1 z2-b d 1 —b
[:/ tan(@—l—ia)d@z/—_-Z—-—_Z:__/Zidzl
—x/2 cl z+b 2z 2 o (z+0)z
Integranden &r singulér i enkelpolerna z = 0 och z = —b. Vidare ligger polen z = —b aldrig
pa cirkeln C, och den ligger innanfér C' precis da a < 0. Séledes blir, med residysatsen och

f(z2) = (z=b)/(z + b)z,
2mi(—1/2) (E{_eg,f(z)) = —im(—1) = im, a >0,

= 2mi(—1/2) (l};eosf(z) + Zligsbf(z)) = —in(-142) = —im, a<0.

Svar: iw nér a > 0, —imw nér a < 0.

. Siitt g(2) = f(2); da dr det givna pastaendet f(z) = f(Z) ekvivalent med pastaendet g(z) = f(2).
Vi noterar att nér z = x € QN R sa dr g(x) = f(z) = f(z) = f(z) eftersom trivialt Z = x och,
enligt forutsittningarna, f ér reellviird pa Q N R. Vidare, Q &r ett omrade (d.v.s. en icke-tom
sammanhingande dppen méngd) som enligt férutsdttningarna dr symmetriskt m.a.p. realaxeln,
sa QN R innehaller ett helt intervall i R; saledes dr g = f pa en médngd med hopningspunkt i €.

Vi skall nu bevisa att g € A(Q); nir detta dr gjort foljer pastaendet av entydighetssatsen for
analytiska funktioner eftersom, enligt forutsittningarna, f € A(Q). Skriv f = u+iv och g = a+if.
Eftersom f #r C! dr dven g det, sd det ricker dirfor att visa att g uppfyller Cauchy-Riemanns
ekvationer o/, = (3, och a; = —f/; vi vet redan att f gor det: u), = v, och uj, = —v,

Vidare, f(2) = u(z, —y) + iv(x, —y), sa
O[(ZL', y) + Zﬂ(l', y) = g(Z) = f(_) - u(:c, 7y) - iU(SC, 7y)7 (:C,y) € Qa
d.v.s. afz,y) = u(z, —y) och B(z,y) = —v(x, —y); notera att (z,y) € Q < (z,—y) € Q. Vi far

0 a,) = G (e, —1) =l —y) och B(avy) = 5o (~vla, ) = v} )

och eftersom u;, = vy foljer det att o), = ;. Pd motsvarande sétt fir vi ocksa att o) (v,y) =
—uy,(x, —y) och By (x,y) = —v,(x, —y), och eftersom u;, = —v;, foljer det att a; = —/3;. Saledes
uppfyller g Cauchy-Riemanns ekvationer, och beviset #r ddrmed klart.
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. Flera tror att (i%)'/% = i?> (FEL) och dirmed att (i®)'/3 = > = —1, ett enda viirde (FEL).
Observera att i® = —1 sa (i%)'/3 = (=1)/3, som antar tre olika viirden. Det bakomliggande felet
ar att rikna som om (2%)? = 298 gillde allmént, vilket det INTE gor for komplexa potenser

aremot géller likheten om S ar ett heltal). Manga skriver ocksa
d ller likh 15} heltal). Ma kri ksa
. . 1/3 L . .
(,L-G)I/S — ((ezﬂ'/Q—i—anﬂ')G) — (6137r+112n7r)1/3 al ezw+z4n7r -1 (OLAMPLIGT OCH FEL)
eller
(i6)1/3 _ (_1)1/3 _ (ei7r+i2n7r)1/3 X gim/3+i2nm/3 (OLAMPLIGT, RAKAR BLI RATT)

Hér ér det steg * som blir FEL i det forsta fallet och RAKAR bli riitt i det andra. Sékrast ér att
alltid anvinda definitionen, z¢ = exp(«alog z), nér « inte dr ett heltal, som i losningsskissen:

(i3 = (=1)"* = exp((1/3) log(—1)) = exp((1/3)(im + i2n7)) = exp (ir/3 + i2n7/3) ;
notera att heltalet n dyker upp i samband med beriikningen av log(—1) och ingen annanstans.

Nagra skriver 1'/2 4 11/4 = exp(inm) + exp(inn/2), n € Z (alltsd med samma heltal n i bada),
vilket blir FEL; man far endast fyra av de totalt sju olika viardena pa detta sétt.

. Man maste inte utnyttja att w dr jaimn och v udda utan det gar naturligtvis bra att ta med alla
reella z i tabellen (som da blir ganska bred).

Det gar som vanligt utmiirkt att faktorisera endast en av u och v (dven om bada var litta att
faktorisera denna gang), men tdnk da pa att tecknen fér bade u och v dven for stora positiva
och negativa x maste beaktas, bést genom att formellt ldgga till 400 respektive —oo pa z-raden i
tabellen. Se kompendiet!

. Nagra skriver att ekvationen z? = —2i har rotterna z = ++1/—2i, alternativt z = +iv/2i, och gar
sedan vidare i uppgiften och svarar till slut med ett uttryck innehallande v/—2i eller /2, typiskt
—371/(32v/2i) (OKLART). Forutom att svaret inte ér forenklat éir problemet med detta att vi inte
ens har definierat symbolen /w i TATA45; menar man att V2i = 1+i eller att v/2i = —1 —i? Det
framgar inte, och det maste det gora for att uppgiften skall bli godkénd (hos nagra ger den ena
tolkningen réitt svar, hos andra den andra). Notera ddremot att symbolen w'/? dr vildefinierad i
TATA45 (och tvavird): (2i)Y/? = £(1 +1).

. Nagra kompletterar den givna punkten w(a) = 0 med att avbilda tva punkter pa cirkeln |z| =1
pa tva punkter pa cirkeln |w| = 1, typiskt w(1) = 1, w(i) = i eller w(l) = 1, w(-1) = —1. Om
man gor sa dr det inte alls sikert att den erhallna Mobiusavbildningen w(z) avbildar |z] = 1 pa
|lw] = 1; i sjdlva verket visar det sig att det INTE blir sa om w(1) = 1, w(i) = i medan det
RAKAR bli sa om w(1) = 1, w(—1) = —1, men utan ytterligare argument duger inte en sadan
16sning. Observera att spegelpunkter bevaras, s z = 1/a MASTE avbildas pa w = co.

(a) Flera har blandat ihop maximumprincipen med ML-uppskattning. Manga tappar att f skall
vara kontinuerlig pa Q. Flera skriver att max f antas pa randen (FEL) i stillet for max |f|;
observera att det dr bokstavligen meningslost att tala om maximum av ickereella funktioner.

(b) Vid envariabelunderskningen av p(z) = (2 — 22)e?*, —1 < z < 1 (eller av /2 — 2z - €%)
riicker det naturligtvis inte att endast séiga att = 1/2 ér det enda nollstiillet for ¢’ (z); detta

maste kompletteras antingen med teckenstudium av derivatan eller av berékning av (z) i
andpunkterna @ = +1 (se TATA41 Envariabelanalys 1).

. Man kan ocksa observera att f:/jQ tan(f +ia) df = (1/2) ["_tan(0+ia) df (cftersom tangens har
period 7: tan(z + ) = tanz) och sitta z = €?; dven da blir kurvan C hela enhetscirkeln. Om
man diremot sitter z = ¥ direkt i fi/r §2 tan(f + ia) df blir C' endast en halv enhetscirkel — fran
z = —i till z =14 i hogra halvplanet — och residysatsen kan inte anvindas pa nagot naturligt sétt
(ddremot kan man med lite forsiktighet bestimma en primitiv funktion till (b* — 22)/(2% + b?)z i
en omgivning till C' — rekommenderas ej!).

. Inget att kommentera.

Lars Alexandersson, 6 september 2016



