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Tentamen i Komplex analys (TATA45)
2016-04-01 kl 08.00-13.00

Inga hjdlpmedel &r tillatna. Fullstindiga losningar krivs. Varje uppgift ger 0-3 poéng, och for betyg 3/4/5
riicker 8/11/14 poing och 3/4/5 uppgifter bedémda med minst 2 poéng vardera. Losningsskisser publiceras pa
kurshemsidan preliminért kl 15.00.

1. Bestam Laurentserien for

1
z2 -9

i foljande omraden: (a) |2| >3 (b) 2<|z—-1] < 4. (1p+2p)

2. Berikna

oo eiat
/ m dt, a € R.

3. Bestdm antalet nollstéllen som polynomet

p(z) =25+ 4iz* — 22 + 82—

har i méngderna |z <1, 1<|z| <2 respektive |z|> 2.

4. Lat C vara strickan fran z = 7 till z = 7 + iw. Berékna foljande tre kurvintegraler:

d 2
—Z, /zezdz och /2zcos(z—) dz.
c Z c c m

Svaren skall ges i rektangulér form, alltsa i formen a + b dér a,b € R.

5. Lat Cy vara cirkeln |z| = 1 och C cirkeln |z — 9/2| = 5/2, och 1at ) vara omradet utanfor bada.

(a)
(b)
6. (a)

(b)

Bestdm en Mobiusavbildning w(z) som avbildar 2 pa en cirkelring. (2p)
Bestédm en harmonisk funktion V(z) i €2 for vilken V.= —1pa Cy och V. =1pa C.  (1p)

Lat f vara analytisk i ett omrade 0 < |z — 2p| < § for nagot § > 0. Definiera vad som menas
med residyn av f i punkten zg, d.v.s. Res.—,, f(2). (1p)

Antag att p och ¢ ér analytiska i zp och séitt f = p/q. Om ¢ har enkelt nollstille i zp dr som
bekant Res,—,, f(2) = p(20)/¢ (20). Hérled ett motsvarande uttryck for Res,—., f(z) om ¢ i
stéillet har dubbelt nollstiille i zg. (Detta blir inte alls lika snyggt och &r inte pa langa vigar
lika anvéindbart!) (2p)

7. Lat f: C — C vara en funktion sadan att

f(z1 4+ 22) = f(21)f(22) for alla 21,29 € C,
f(0) #0,

den komplexa derivatan f’(0) existerar.

Visa att det finns en konstant ¢ € C sadan att f(z) = e* {or alla z € C.

(Notera att man inte behdver anta att f dr analytisk, endast att f/(0) existerar.)
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1. Eftersom 1/(1 —q) = Y_,~,¢" nér |¢| < 1 (geometriska serien med kvot ¢) far vi

1 1 = 9
@ amm e[/ BN =Y g F

n=0
(b) 1 U616 [ w=z-1]_ -1/6 /6
22—97(2—&—3)(,2—3) z2+3 2-3 2<|w|<4 | w+4d w-2
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24 4n 6 —1)n+L”

2< |z -1 < 4.
n=0 n=0 (Z

2. Sitt I(a) = [7_ €™ /(t* + 1)dt och 1at fu(z) = €"**/(2* 4+ 1) for fixt a € R; da dr I(a) =
f fa(t)dt och f, &r analytisk utom i enkelpolerna z = +i. Lat vidare Lg vara strickan fran

z=—R tlll z =R, C;g halvcirkeln fran z = R till z = —R i 6vre halvplanet och C halvcirkeln
fran z = —R till z = R i undre halvplanet (rita figur!). Eftersom

C’E (dér juy > 0) om a > 0,

le*| = e~ < 1 om ay > 0, och dirmed pa e
Cg (dér juy <0) om a <0,

delar vi upp i tva fall: a > 0 respektive a < 0.

e Nir a > 0 anvinder vi residysatsen pa konturen CE + Lg och far, ndr R > 1,

iaz

(*) / fa(Z)dZZZW’LReSfa(z):ZWZ € — e %,
C++LR z=1 22 |z=i

ML-uppskattning ger |fc+ fa(2)dz| < mR/(R* — 1) — 0 d& R — oo, och genom att lata
R — oo i (%) far vi O—|—I( ) =me * dv.s. I(a) = me” %, nir a > 0.

e Nér a < 0 anvénder vi residysatsen pa konturen C, — L (observera orienteringen) och far,

niar R > 1,
eiaz
(xx) / fa(z)dz = 27i Res fo(z) = 2mi - = —me®.
Co—Ln z=—1 2z |z=—1
ML-uppskattning ger |fc falz dz| < 7R/(R?>—-1) - 0 dd R — oo, och genom att lata
R — oo i () far vi 0 — I() me®, d.v.s. I(a) = me®, nir a < 0.
Sammanfattningsvis blir alltsa I(a) = me~ 1% a € R. Svar: we~lal.,

3. Pa cirkeln |z| = 1 siitter vi f(2) = 8z och g(2) = 2° + 4iz* — 2% — i. Eftersom |f(2)| = 82| = 8
och [g(2)] < |2]° +4]2|* + 2] +1 =7 < 8 da |2| = 1 (och ddrmed |f(2)| > |g(2)| dér) ger Rouchés
sats att f(z) 4+ g(z), alltsa p(z), har lika manga nollstéllen i |z| < 1 som f(z), d.v.s. 1.

P4 cirkeln |z| = 2 gor vi i stiillet uppdelningen f(2) = 4iz* och g(z) = 2% — 23 + 82 — i. P4 denna
stérre cirkel dr |f(2)| = 4]2|* = 64 och |g(2)| < |2|° + |2]> + 8|2| + 1 = 57 < 64, si Rouché ger att
p(z) har lika manga nollstéllen i |z| < 2 som f(z), d.v.s. 4.
p(z) har grad 5 och har dérfor totalt 5 nollstéllen i C.
Sammantaget har p(z) saledes 1 nollstéillei |z| < 1,4—1 = 3 nollstéillenil < |z] < 2,0och5—-4 =1
nollstélle i |z| > 2.

Svar: Ett, tre respektive ett.



4. 1 en omgivning till striickan [r, 7 + 7] har integranderna 1/z, ze® och 2z cos(z%/7) primitiva

5.

7.

funktioner Logz (standardprimitiv), (z — 1)e* (via partiell integration) respektive 7 sin(z2/7)
(direkt igenkiinning via (22/7)" = 22/ eller via explicit variabelbyte w = 22/7), s&

dZ_ T LT _ _1n72 I
/07—[Logz]7r —(ln(ﬂ\/ﬁ)—l—zz) Inm = 5 tig

T

/ zefdz = [(z — 1)62]W—HTr = (1 —14in)e™ — (7 —1)e™ = (2 — 27)e™ — ime™
c
och

2 2 T
/ 2z cos(z—) dz = [w sin(z)} = 7(sin 2mi — sin ) = 4w sinh 27.
C s ™ -

(a) Lat z = a och z = b vara de gemensamma spegelpunkterna m.a.p. C; och Cy. Genom
att med en Mébiusavbildning w(z) avbilda dessa pa w = 0 respektive w = oo, som ju &r de
gemensamma spegelpunkterna m.a.p. alla cirklar med centrum i origo, kommer €2 att avbildas
pa en cirkelring med centrum i origo, enligt egenskaper hos Mobiusavbildningar. Geometrin
ger att a och b ligger pa realaxeln, pa samma sida om z = 0 och pa samma sida om z = 9/2
— en innanfér Cy och en innanfor Cs; alltsa maste bada tva ligga i intervallet ]0,9/2][, och
vi kan anta att 0 < a < b < 9/2. Vidare #r ab = 1% och (9/2 — a)(9/2 — b) = (5/2)?,
vilket ger @ = 1/3 och b = 3. Om vi kompletterar de sa erhallna punkterna w(1/3) = 0 och
w(3) = oo med att avbilda nagon punkt pa C; pa enhetscirkeln, sig, t.ex. w(1l) = 1, far vi
med standardmetoder

3z—1

3—z2"

C; avbildas nu pa C : |w| = 1, och Cy avbildas pa nagon cirkel Cy : |w| = R, déir R kan

bestdmmas genom att sétta in valfri punkt pa Cy; vi far R = |w(2)| = 5. Omradet §2 avbildas

dirfor pa cirkelringen Q : 1 < |w| < 5.

w(z) =

(b) Lat w(z) och Q vara som ovan. I  finns harmoniska funktioner V = Aln|w| + B som &r
konstanta pa cirklar |w| = r. Kraven V = —1da |Jw| =1o0och V =1da |w| =5 ger B = -1
respektive Alnb5+ B =1, sa

2 2 3z—1
V(z)—mlnhﬂ(z)\—l—mln Cyp —1.
(a) Res,—s, f(2) = c_q, dér f(2) = D02 cn(z — 20)™, Laurentserien for f(z), i omradet

0< |Z - 20‘ < 4.

(b) Eftersom ¢ har dubbelt nollstille i 2o kan vi skriva q(2) = (2 — 29)?h(z) for nagon funktion h
som dr analytisk i zg och for vilken h(zp) # 0. Taylorutveckling av ¢(z) och h(z) kring 2o och
identifiering av koefficienter (eller direkt derivering av sambandet q(z) = (z — 29)2h(z2) tre
ganger) ger h(zo) = q”(20)/2! och h'(z0) = ¢"""(20)/3!. Med g = p/h, som #r analytisk i zo,

far vi
D) _ o PORG) o)
RO =R =80 G ap B8 Y
P Calhen) =Gl o) _ 6/ ol o) = 2020l o)

(h(20))? - 3(q"(20))?
For varje fixt z € C far vi att

flz+A2) = f(z) _ [(2)f(Az) = f(2)f(0) _ £(2) f(Az) — f(0)
Az Az Az

eftersom f/(0) antas existera. Om vi sétter ¢ = f(0) har vi ddrmed bevisat att f’(z) existerar och
att f'(z) = cf(z); detta giller saledes for alla z € C. Men

ff=cf & e —cf) =0 & (e“f) =0 & ePf=A & [=Ae~

for ndgon konstant A € C, och eftersom A = f(0) = f(0+0) = f(0)f(0) = A% och £(0) # 0 foljer
det att A = 1. Saledes dr f(z) = e*, vilket skulle bevisas.

= f(2)'(0),  Az—0,
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1. Aven i (a) kan man anvinda partialbraksuppdelningen i (b), och i sa fall far man

1 1 e YRS VL S SUNS SIS IO

22-9 (2+3)(¢2-3) 2z+3 z-3 6z 1+3/z 62z 1-3/z
1 - 3in . n= 3yn) | L= 3"(1—(-1)")
@ NE A NE R B S ST

Det gar ocksa bra att svara med tva summor om man vill, och man kan, men maste inte, férenkla
det sista uttrycket genom att observera att endast udda n ger bidrag till summan.

Nagra fa tror att 1/(1+q) = >, ¢" (FEL) i stéllet for det korrekta 1/(1 —¢) = >~ ,¢" nér
lq| < 1.

2. Flera tror att samma kontur, typiskt C;g + Lp, fungerar for alla a € R (FEL); observera att
man maste anvinda konturen Cf.tf + Lgr ndr a > 0 och konturen C; — Lg nér a < 0 for att
ML-uppskattningarna pa halvcirklarna skall fungera som onskat.

Manga missar att ta med fallet a = 0, oklart varfér. Notera att detta fall inte behover special-
behandlas eftersom uppskattningen |e**| = e~ < 1 nér ay > 0 trivialt fungerar dven nér a =0
(da géller den t.o.m. for alla y € R). Se 16sningsskissen!

Flera gor enkla fel i ML-uppskattningen, typiskt genom att pasta att [1/(22 + 1)] < 1/(R? + 1)
(FEL) i stéllet for det korrekta |1/(2? + 1)] < 1/(R? — 1); notera att 2% + 1 star i ndmnaren och
att vi dirfor maste uppskatta |22 + 1| neddt: |22 + 1| > [2/> =1 = R? — 1 > 0 bade pa C}; och Cp
nir R dr stort (R > 1).

3. Vi diskuterar hir den del av uppgiften som handlar om att bestdmma antalet nollstéllen som p har i
skivan |z| < 1. Som i lésningsskissen gor vi uppdelningen f(z) = 8z och g(z) = 2°+4iz*—23—i och
far uppskattningarna | f(z)| = 8|z| = 8 och, med triangelolikheten, |g(2)| < |2]® +4|z|* +[2|> +1 =
7 < 8da |z| = 1; ddrmed &r |f(2)] > |g(#)] for alla z pa randen |z| = 1, och Rouchés sats séger
nu att p = f + g har samma antal nollstéllen i |z] < 1 som f, d.v.s. ett. Uppskattningarna skall
alltsa ske pa randen |z| = 1 — hela randen! — och ingen annanstans, om man vill anvinda Rouchés
sats. Det maste ocksa framga av losningarna att det &r just randen man undersoker.

En provkarta pa vanliga FEL:

e "Da |z| =1 4r |f(2)| <8 och |g(2)] <7, och ddrmed &r |f(z)] > |g(2)| ddr”. Att |f(z)] <8
och |g(z)| < 7 da |z] = 1 &r i och for sig sant, men dessa uppskattningar medfor inte att
[f(2)] > |g9(2)| da |z| = 1 — t.ex. skulle det kunna vara sa att |f(z0)| = 4 och |g(z0)| = 5 for
nagon punkt zg pa randen.

e 7g(2)| = |2]® + 4|z|* + |2|> + 1 = 7”. Hér behover det inte vara likhet, utan i stéillet maste
man anvénda triangelolikheten, som ovan.

e "|f(1)] =8 och |g(1)] = 3, alltsa &r |f(1)] > |g(1)]”. T och for sig sant, men det ricker inte
att kolla en enda punkt (hiir: z = 1) pa randen |z| = 1, som ju ér en hel cirkel.

o "Alltsa ar |f(2)] > |g(2)| da |z| < 1, och ddrmed har p = f + g och f lika manga nollstéllen
iz| <1, d.v.s. ett”. Hir bestar felet i ett enda tecken (den forsta forekomsten av ”<” skall
ersittas med ”="), men konsekvensen #r desto storre, eftersom f(z)+ g(z) inte kan vara noll
over huvud taget i skivan |z| < 1 om |f(z)] > |g(z)| i denna skiva; summan av tva olika langa

komplexa tal kan ju aldrig bli noll.

4. Observera att med strickan C fran z = 7 till z = 7 + im menas "raka sparet”, alltsa linjestycket,
fran z = 7 till z = w4 iw. (Begreppet stricka &r vildefinierat i matematiken, liksom t.ex. strale.)

Alla kommentarer nedan handlar om integralen fc(l/z) dz, som &r den som vallade mest be-
kymmer. Dock, vid berdkningen av integralen fc 2z cos(z? /) dz gor forvanansviirt manga felet
(7 +im)? = 2mi (FEL); réitt viirde dr naturligtvis 27%.

Ménga svarar att [,(1/z)dz = (In2)/2+ir/4+1i2mn, n € Z (FEL). Observera att en kurvintegral
av en given funktion lings en given kurva har ett bestdmt virde, sa det ar orimligt att fa flera
olika vérden.



Nér man beriknar [,(1/z) dz med primitiv funktion maste man hitta en primitiv funktion F(z)
till f(z) = 1/z som fungerar i en omgivning till striickan C, vilket #r samma sak som att hitta
en gren till den flervirda logaritmen logz som &r definierad i en omgivning till C. Eftersom
principallogaritmen Log z duger som primitiv i omradet C\]—o0, 0], och detta omrade innehaller
kurvan C, kan vi alltsa lata F'(z) = Log z, som i 16sningsskissen. Andra grenar till log 2z fungerar
ocksa, sa linge vi klipper upp planet C ldngs en kurva fran z = 0 som inte triffar strickan C,
jfr Avsnitt 2.2 i kompendiet. Om man anvéinder en annan gren dn Log z maste man precisera var
och hur den &r definierad, jfr Avsnitt 3.3.

Ett vanligt FEL &r att tro att den flervirda logaritmen logz kan anvéndas vid berékning av
Jo(1/2) dz. Det ér i och for sig sant att fc(l/z)fif = log(m + im) — log 7 for varje gren log z till
log z som &r definierad i en omgivning till C, och log(w + i) dr ndgot av alla virden log(m +im) =
In(7v/2) + im/4 + i27n och log 7 &r ndgot av alla virden logm = In7 4 i27n, men det &r langt
ifran sjilvklart att det dr samma heltal n i de bada uttrycken. Det RAKAR vara sa hir, eftersom
kurvan C' ligger dar den ligger, men att bevisa det dr ekvivalent med att just bestdmma en gren
till log z som &r definierad i en omgivning till kurvan C.

Négra skriver Log(m + i) — Logm = Log ((m + im)/m) = Log(1 + i) vilket i och for sig &r sant,
men steg * maste motiveras; Log(z/w) dr ju inte alltid samma sak som Log z — Logw, se aterigen
Avsnitt 2.2.

Man kan ocksa parametrisera strackan C, t.ex. som z = 7 + int, t : 0 — 1, och fa

1 . 2 1
/ / i dt / thi o ln(1+t)+iarctant :lnjﬂ.z;
c z T4int Jo 1+ ¢ 2 0 2 4

notera att ¢ dr en reell parameter. Enklast dr dock att anvinda komplex primitiv funktion, som i
16sningsskissen. Nagra tar en medelvig och skriver

1 . 1 .
i dt idt  « ~ 1
/Cz /O T4 imt /O 144t [log(1 +1t)], ’

och steg * d&r OK om grenen logw som férekommer hér &r definierad i en omgivning till alla
punkter w = 1+ 4t, ¢t : 0 — 1, alltsa i en omgivning till strickan fran w = 1 till w = 1 + 4; t.ex.
fungerar det att vélja grenen Logw. Om man inte véljer Logw maste man precisera vilken gren
man véljer, och se till att den &r definierad i en omgivning till strickan i fraga.

. For att omradet © skall kunna avbildas pa en cirkelring MASTE nagon av de gemensamma
spegelpunkterna z = 1/3 och z = 3 avbildas pa w = co.

Avbildningen w(z) &r inte entydigt bestdmd; i losningsskissen valde vi w(3) = oo, men det gar
lika bra att i stéllet vélja w(1/3) = oo (och i sa fall, enklast, w(3) = 0). Dock, den harmoniska
funktionen V(2) i (b) dr entydigt bestdmd.

I (a) efterfrigas DEFINITIONEN av residy. Manga har i stéllet angett nagon rikneregel for
berdkning av residy i pol, men det &r inte det uppgiften handlar om. Ytterligare andra har angett
kurvintegralen [, f(z)dz dér C ér nagon cirkel |z — 2| = p, 0 < p < 4§, vilket i och for sig &r
samma sak som re81dyn men inte definitionen av residy (i denna kurs). Nagra har sagt att residyn
ar koefficienten for 1/z (FEL) i stéllet for koefficienten for 1/(z — 2p).

I (b) har nagra utgatt ifran att q(z) = (z — 20)?, men det kan man inte géra — det dr alldeles for
restriktivt, och det enda vi vet ér att g(z) har dubbelt nollstélle i zg.

. I de flesta inlimnade l6sningar — ett tiotal — visas det (mycket littare) omvinda pastaendet, d.v.s.
att om f(z) = e for ndgot ¢ € C, sa &r det sant att f(z1 + 22) = f(21)f(22), att f(0) # 0 och
att f'(0) existerar; gér man sd har man bevisat nagot annat 4n det som efterfragas, och det ger
ingen poing.

Lars Alexandersson, 13 april 2016



