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Tentamen i Komplex analys (TATA45)
2016-01-16 k1 14.00-19.00

Inga hjdlpmedel dr tillatna. Fullstéindiga losningar kridvs. Varje uppgift ger 0-3 poéng, och for betyg 3/4/5
riicker 8/11/14 poing och 3/4/5 uppgifter bedémda med minst 2 poéng vardera. Losningsskisser publiceras pa
kurshemsidan preliminért k1 21.00.

1.

Los ekvationen
(1—d)e *—e* =1i.

Svaret skall ges i rektangulér form, alltsa i formen a + ib.

/ﬂ do
_+ (5+3cos0)?’

Bestédm en Mobiusavbildning w(z) som avbildar omradet |z + 4| > 2 pa évre halvplanet Imw > 0
samtidigt som w(0) = —i och w(i) = 0. Bestédm sedan bilden i w-planet av realaxeln i z-planet.

Berédkna med residykalkyl

. Bestdm antalet nollstéllen som polynomet

p(z) =2°+422 —2+2
har i (a) vénstra halvplanet Rez < 0  (b) enhetsskivan |z| < 1. (2p+1p)

Lat m och n vara heltal sadana att 1 < m < n. Berikna

e <] m—1
/ :c dx,
o l1+am
t.ex. genom att integrera langs randen till cirkelsektorn 0 < r < R, 0 < 6 < « for nagot lampligt «,
en s.k. tartbitskontur (z = re®).

(a) Formulera Liouvilles sats.

(b) Bestém en ickekonstant funktion g € A(C) sadan att Im g > 0, eller visa att en sadan funktion
inte finns.

(¢) Lat C* = C\ {0}, det punkterade planet. Bestdm en ickekonstant begridnsad funktion h €
A(C*), eller visa att en sadan funktion inte finns.

Antag att 0 <r < 1ochatt n € {1,2,3,...}. Visa att det finns en konstant C' = C,.,, sadan att

max |f(")(z)| < C’|m|£1)§ |f(2)]

j2l<r

for alla funktioner f som &r analytiska i nagot omrade 2 som innehaller den slutna skivan |z] < 1.
(Notera att C' alltsa far bero pa r och n men inte pa f.)

Kan man hitta en sddan konstant C' = C,, &ven nér r = 17
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TATA45 Komplex analys 2016-01-16, 16sningsskisser
Sitt s = e®. Vi far ekvationen (1 —4)/s — s = i, som omskriven blir s +is — (1 — i) = 0, d.v.s.
A\ 2 . u? —v?2=3/4 (Re),
i 3 4 . .
<s+§> =5 b som med s+§ = w = wu+ v blir systemet 2uv = —1 (Im),
u?+0v2=5/4 (Abs),

med losningarna w = +(2 — 7)/2; ddrmed &dr s = 1 — ¢ eller s = —1. Via z = log s far vi slutligen
z=(In2)/2 —in/4 +i2mm eller z = im + i2wn, ddr m och n dr heltal.

Svar: z = (In2)/2 — in/4 + i2wm eller z = im + i2wn, ddr m,n € Z.

Med z = €% far vi, dir C &r den positivt orienterade enhetscirkeln |z| = 1 tagen ett varv,

I_/“ do _/ dz/iz _i/ zdz
) (5+3cos0)?  Jo (5+3(z+z_1)/2)2 9 Jo (224 102/3 + 1)2

4 zdz
- E/C (z+1/3)2(z +3)2

Integranden har endast singulariteten z = —1/3 (dubbelpol) innanfér C, sa residysatsen och
sedvanlig residyberikning (eller Cauchys integralformel for derivata) ger
2 _
=2 oni Res HAGE3°_ 8t od [z _8m 33—z _ 5
9i =1/3(24+1/3)2 9 dz \ (2 +3)? |e=-1/3 9 (z+3)3‘Z:71/3 32

Att w(0) = —i ger med nédvindighet w(3i) = i, eftersom 0 och 37 dr spegelpunkter m.a.p. cirkeln
|z+i| = 2, och —i och 7 ér spegelpunkter m.a.p. linjen Imw = 0 (rita figurer!). Eftersom dessutom
w(i) = 0 & Mobiusavbildningen entydigt bestdmd: w(z) = (3iz + 3)/(z + 3i). Denna avbildar
cirkeln |z + i] = 2 pa linjen Imw = 0, och eftersom w(3i) = ¢ avbildar den dessutom omradet
|z 4 i| > 2 pa halvplanet Imw > 0 (inre punkt avbildas pa inre punkt).

Lat L vara realaxeln Im z = 0 i z-planet och L den C-cirkel i w-planet som L avbildas pa under
w(z) ovan. Eftersom w(—3i) = oo och —3i ¢ L #r L en vanlig cirkel |w — ¢| = r, diir centrum
¢ = w(3i) = i eftersom —3i och 3i dr spegelpunkter m.a.p. L och co och ¢ ir spegelpunkter
m.a.p. L. Slutligen, 0 € L ger w(0) = —i € L, sa r = |—i —i| = 2, och L ir cirkeln |w —i| = 2.

iz + 3
z+ 3

Svar: w(z) = ; cirkeln |w —i| = 2.

(a) Vi studerar argumenttillskottet for p(z) = 2% + 422 — 2 + 2 nér 2z genomloper kurvan I'g =
Cr + Ir (se figur nere till viinster). P4 Cg far vi tillskottet Ac, argp(z) = Ac, arg 2° +
Acparg(l+4/22 —1/2*4+2/2°) = 5-7+0 =57 dd R — oo. Pa I far vi p(z) = p(iy) =
(2—4y®) +i(y® —y) =u+iv, y : —R — R, och diirmed nedanstiende teckentabell d& y > 0
(observera att u dr jaimn och v udda), samt kurva w = p(z) da z genomléper Ix:

AY /\ v
Cr Iy ylo|<]1/v2]<|1]< : y
N w (jamn) | + | + 0 - — ) >
x v (udda) | 0 | — - — | 0|+
 w(lr)

Dessutom far vi av gradskil att u/v — 0 da y — oo (v drar mer &n u), och detta
tillsammans med tabellen ovan ger figuren ovan till hoger, dir vi ser att Ay, argp(z) —
—3m da R — oo. Eftersom poler saknas blir antalet nollstéillen i vénstra halvplanet dérfor
(1/2m) limp—00 (Acy, argp(z) + A, argp(z)) = (b — 37w) /27 = 1. Svar: Ett.
(b) Sitt f(z) = 422 och g(z) = 2% — 2z + 2. P4 cirkeln |z| = 1 &r |f(2)] = 4]z|*> = 4 medan
lg(2)] = |2° — 2+ 2| < |2+ |—2| +|2| = 4, med likhet < talen 2°, —z och 2, som vektorer, ir
parallella och lika riktade < 2° =1 och —z = 1 (eftersom dessutom |z| = 1); detta &r dock
omdjligt eftersom (—1)% = —1 # 1. Saledes éir |g(z)| < 4 pa hela cirkeln |z| = 1, och ddrmed
ar ocksa |f(2)| > |g(2)| pa hela denna cirkel. Rouchés sats medfor nu att p(z) = f(z) + g(2)
har lika manga nollstéllen i |z| < 1 som f(z), alltsa 2. Svar: Tva.



5. Lat f(z) =2m"1/(1+ 2") for fixa m och n siddana att 1 <m < n, och sétt T'r = L}, + Cr + L%,
déir L}, dr striickan fran 0 till R, Cr cirkelbdgen med radie R fran 0 till Re’™ och L% striickan fran
Re™ till 0 (rita figur!); o = 27 /n &r ett bra val, ty nimnaren 1 + 2" antar samma vérden pa L}
som pa L% i sa fall eftersom (te’™)™ = ¢"e'*" = t"e’?™ =" da.

f &r analytisk pa och innanfor I'g utom dér 2z = —1, som &r en binomisk ekvation med rotterna
2 = exp(im/n + i2wk/n), k = 0,...,n — 1, varav endast zy = '™/ (enkelpol till f) ligger
innanfér ' nér R > 1 (och ingen ligger pa konturen I'g). Residysatsen ger dirfor, ndr R > 1,

m—1 m—1

.2 2w
|z=z0 — 27TZ.W|Z:ZO = ———eimm/n,

n

(%) / f(2)dz = 2mi Res f(z) = 2mi- ———
LL+Cr+L% z=z0 %(1 +27)

Parametriseringarna z = ¢, ¢t : 0 — R, av L}2 och z = te'™ = te?™/" t: R — 0, av L% ger

/ f( )d /R tm—=1 gt N /0 tm—leiQﬂ'(m—l)/n eiQW/ndt (1 i27rm/n) /R tm—1 ¢
2)dz = . =(1-e ,
L}%-‘,-L% 0 1 +tn R 1 +tn6127r 0 1 +tn

och ML-uppskattning pa Cg ger, eftersom |1 + 2| > |z2|* — 1= R™ — 1 > 0 pa Cg for stora R,

B
“R"—1 n 1—R™ n ’ oo

f(z)dz

Cr

eftersom 1 < m < n. Griansoévergangen R — oo i (%) ger dérfor

. oo gm—1 271
(1 _ ezQTrm/n)/ dt +0 = _ﬂezﬂ'm/n’
0

14tn n
d.v.s. )
< ogmml o 2m e"m/m g 2i . m/n
o 1+t n el2mm/n 1 p eimm/n _e—imm/n " gin(mr/n)’

6. (a) Om f &r hel analytisk (d.v.s. f € A(C)) och begriinsad, sa dr f konstant.

(b) Nagon sadan g finns inte. Bevis: Antag att g € A(C) och att Img > 0. Lat s = T(w) vara
en Mdobiusavbildning som avbildar évre halvplanet Imw > 0 pa enhetsskivan |s| < 1, t.ex.
s = (i—w)/(i+w). Sitt p(z) = T'(g(2)). Da dr ¢ hel analytisk och |p(z)| < 1 for alla z € C, sa
¢(z) = nagon konstant C' med |C| < 1 enligt Liouvilles sats, varfor g(z) = T—1(C), konstant.

(c) Nagon sadan h finns inte. Bevis: Antag att h € A(C*) och att h &r begrinsad, d.v.s. att det
finns en konstant M siadan att |h(z)| < M for alla z # 0. Den isolerade singulariteten z = 0
ar darfor hdavbar och vi kan saledes (om)definiera h(0), med kontinuitet, sa att h blir hel
analytisk; speciellt &r nu |h(z)| < M for alla z € C. Liouvilles sats medfor att h &r konstant
pa C, ddrmed &ven pa C*.

7. Om f € A(Q) siger Cauchys integralformel for derivata tillimpad pa w = {s € C: |s| < 1} att

fM) 1 / f(s)ds
Ow

nl 2mi (s — z)ntl’

z€ew, neN,

och Jw &r enhetscirkeln |s| = 1 tagen ett varv moturs; observera att @ C £, enligt forutséittningen.
Om |z| <r<1lér|s—z|>|s|—]z| >1—7r >0 pa dw, och dirmed ger ML-uppskattning att

n n!  maxseco, |f(s)] n!
£t )(Z)|S%'W'Qﬁlim'ﬁi§|f(s)|v 2| <7, neN,

och dirmed duger konstanten C = C,.,, = n!/(1 —r)"*1.
Antag att en konstant C' = C,, finns &ven nir r = 1, sd att max|,|<; |f(™(2)| < Cmax,— [f(2)]
for alla f € A(Q); da ar speciellt | £ (0)] < Cmax, 1 |f(2)]. For fixt n € {1,2,3,...} giller i sa

fall olikheten bl.a. for alla funktioner f(z) = 2*, k heltal > n, varfor C > k(k—1)-...-(k—n+1) > k,
men det ger en motsigelse nir k — co. Nagon sadan konstant finns alltsa inte.
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TATA45 Komplex analys 2016-01-16, kommentarer

Det vanligaste problemet hiir dr att man inte kan 16sa andragradsekvationen s? +is — (1 —i) = 0
ordentligt. Flera skriver /3/4 — i eller (3/4 —i)'/?, eventuellt med + framfor, utan att forenkla
till (2 — 4)/2, d.v.s. utan att losa ekvationen w? = 3/4 — i. (Komplexa andragradsekvationer
studerades som bekant redan i Matematisk grundkurs.)

Nagra forsoker 16sa ekvationen w? = 3/4 — i i polir form och ga vidare dirifran, vilket inte #r
omojligt men klart svarare; man tvingas beridkna cos(a/2) och sin(«/2) med o = — arctan(4/3)
i sa fall for att sa smaningom komma fram till w = (2 — i)/2. Rekommenderas ej!

. Integralen &r tydligt reell och positiv, sa alla ickereella svar och alla reella svar < 0 &r orimliga.

Ett besvirande vanligt fel i denna uppgift — det finns i var femte inlimnad 16sning! — har egentligen
ingenting med komplex analys att gora: Man rédknar som om

3z 3 1
=42 = — FEL).
5+2+22 (z+3)(z+3) ( )
Ekvationen 5+ 3z/2 + 3/2z = 0 har mycket riktigt l6sningarna z = —1/3 och z = —3, men det ir
ju bara POLYNOM med HOGSTAGRADSKOEFFICIENT 1 man kan faktorisera sa:

10 1
z2+?z+1:(z+§)(z+3).

En korrekt omskrivning av uttrycket ovan dr dérfor

3z 3 3 9
5+?+Zfz'(z +

10z 3 1
KN +1) = 2—Z(Z+ §)(Z+3)

. Nagra har tagit en andra punkt pa cirkeln |z + i|] = 2 och avbildat pa en andra punkt pa linjen

Imw = 0, typiskt w(—3¢) = oo, dven om andra val ocksa forekommer, t.ex. w(2 — i) = oo eller
w(2 — i) = 1, for att komplettera de givna w(0) = —i och w(i) = 0 till en z-trippel och en w-
trippel. Om man gor sa dr det inte alls sikert att den erhallna Mobiusavbildningen w(z) avbildar
|z 4+ 4] > 2 pa Imw > 05 i sjilva verket visar det sig att det INTE blir s om w(2 — i) = oo eller
w(2 — i) = 1 medan det RAKAR bli si om w(—3i) = oo (eller w(2 — i) = 3, for den delen), men
utan ytterligare argument duger inte en sadan 16sning.

Observera att spegelpunkter bevaras, si z = 3i MASTE avbildas pa w = i. Det finns ingen
valfrihet alls.

(a) Overraskande méanga gor trivialfelet (iy)? = —y (FEL) vid undersckningen av argumenttill-
skottet lings imaginédraxeln.
Flera har ritt kurva i w-planet men avldser &nda argumenttillskottet fel, oftast till 37 (FEL)
i stéillet for det korrekta —3m; i nagra fall kan det bero pa att man inte har markerat orien-
teringen med pilar i figuren. Var alltid noga med orienteringen!
Det gar som vanligt utmérkt att faktorisera endast en av v och v, men ténk da pa att tecknen
for bade u och v dven for stora positiva och negativa y maste beaktas (bést genom att formellt
lagga till 400 respektive —oo pa y-raden i tabellen). Se kompendiet!

(b) Denna Rouchéuppgift har en extra svarighet i det att man méaste visa att [2° — 2 + 2| < 4
(striing olikhet) och inte endast < 4 da |z| = 1; man maste alltsa visa att talen 25, —z och 2
som vektorer aldrig kan vara parallella och lika riktade da |z| = 1. Nagra pastar att redan
2% och —z aldrig kan vara lika riktade (FEL); ett motexempel &ir z = /4. Andra inser
visserligen att 2%, —z och 2 &r lika riktade precis da z° = 1 och —z = 1, men péastar sedan att
25 = 1= z =1 (FEL); denna binomiska ekvation har ju fem olika lésningar pa enhetscirkeln.
Flera tror (hoppas?) a andra sidan att Rouchés sats tillater att |f| > |g| pa randen (FEL) —
den kréver att |f| > |g| dér.

Ytterligare andra tror att |2° — z + 2| < |2°] — |2| + 2 (FEL); observera att den korrekta
olikheten lyder |25 — 2 + 2| = |25 + (—2) + 2| < |2°| + |—2| + 2| = |2]® + |2| + 2.

I denna Rouchéuppgift forekommer det ocksa ett antal "klassiska” fel i l6sningarna. Se kom-
mentarerna till uppgift 2b pa tentamen 2011-12-20 fér en allmén diskussion.



5.

6.

Man bor naturligtvis inte stanna vid uttrycket

T U= e o

/oo tm—1 27 eiwm/n
0

eller liknande; i stéillet bor man skriva om sa att man ser att svaret dr tydligt reellt (och positivt).

(a) Overraskande manga tror att Liouvilles sats #r nagon variant av maximumprincipen.
Observera att Liouvilles sats handlar om HELA analytiska funktioner, d.v.s. om funktioner
f € A(C), som dessutom ér begrinsade. Flera tror att den géller for begrinsade f € A(Q) i
allmédnna omraden  (FEL).

(b) Inget att kommentera.

(¢) Man kan alternativt anvinda Cauchys olikheter direkt: Om h #r en begrinsad analytisk
funktion i C* sa finns det dels en konstant M sadan att |h(z)| < M for alla z € C*, dels en

Laurentserieutveckling
oo

h(z) = Z cn2", |z] >0,

n=—oo

dér koefficienterna ¢,, uppfyller olikheterna |c,| < M/p™ for alla p > 0 och alla n € Z. Genom
att dels 1ata p — oo ndr n > 1, dels lata p — 0T niir n < —1, inser vi att ¢, = 0 nérhelst
n # 0, varfor h(z) = ¢o for alla z € C*; h &r alltsa konstant.

7. Som motexempel i fallet = 1 kan man ocksa ta f(z) = e™* fér m = 1,2,3,. .., vilket en student

ocksa foreslog i sina lgsningar. Da blir nimligen f(")(z) = m™e™*, och

max |¢™*| = max [e™?| = max ™" = ™,

lz|<1 |z=1 |z=1
dér likheten * beror pa maximumprincipen (eller pa elementiira rikningar). Om det nu verkligen
funnes konstanter C' = ), sadana att max,<; If™(2)] < Cmax; -1 |f(2)| for alla f € A(S),
sa vore speciellt m™e™ < Ce™, d.v.s. m™ < C, vilket ger en motsigelse for varje fixt n > 1 nér
m — 00.

Lars Alexandersson, 27 januari 2016



