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Tentamen i Komplex analys (TATA45)
2015-08-27 k1 14.00-19.00

Inga hjdlpmedel dr tillatna. Fullstéindiga losningar kridvs. Varje uppgift ger 0-3 poéng, och for betyg 3/4/5
riicker 8/11/14 poing och 3/4/5 uppgifter bedémda med minst 2 poéng vardera. Losningsskisser publiceras pa
kurshemsidan preliminért k1 21.00.

1. Berédkna med residykalkyl

/°° dx
o (24224 5)3

2. Bestim en Mobiusavbildning som avbildar punkterna z; = 0, 2o = i och 23 = oo pa i tur och
ordning w; = 2, wy = 1 — 4 och w3z = 0. Bestdm sedan bilderna i w-planet av linjen Rez = Im 2
och cirkelskivan |z + 2| < 2 i z-planet.

3. Bestdm termerna till och med grad 3 i Maclaurinserien f6r

z 4+ e*

1) = 1+ coshz

och bestdm seriens konvergensradie R. Ange ocksa f"/(0).

4. Bestam alla konstanter a € R sadana att funktionen
u(z,y) = 2* +y + ay* + cosz coshy

ar realdel av nagon hel analytisk funktion. Bestdm ocksa, for varje sadant a, alla hela analytiska
funktioner f sadana att Re f = u. Funktionerna skall uttryckas i variabeln z, alltsa som f(z).

5. Bestdm antalet nollstdllen som funktionen

1 3
f(z)222+z—2——+—2

z oz
har i enhetsskivan |z] < 1.

6. (a) Formulera entydighetssatsen for analytiska funktioner.
(b) Bestim alla f € A(C) sadana att f(i/n) = 1/n for allan=1,2,3,...
(c) Bestdm alla g € A(C) sadana att g(z) = z for alla z pa cirkeln |z| = 1.

7. Antag att f dr analytisk i C* = C\ {0} och att
[f@ <[zl + [Inll],  z#0.

Visa att
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1. Sitt f(2) = 1/(22+22+45)% = (z+1+42i) (2 +1—20)73; visoker I = [*_ f(t)dt. f &r analytisk
utom i polerna —1 =+ 24, som har ordning 3. Lat Lp vara striackan fran — R till R och lat C’;{ vara
halvcirkeln fran R till —R i 6vre halvplanet. Om R ir stort nog (R > v/5) medfor residysatsen
(eller Cauchys integralformel for derivata) att

) 1L -3 3
() [ o S Res )= amip e 14207 = o

Vidare, eftersom [2% + 2z +5| > |2|> = 2|z| =5 = R? = 2R —5> 0 pa C}; om R ér tillréickligt stort
far vi ML-uppskattningen

/ f(z)dz| < il
Cr

Eftersom dessutom fLR f(z)dz — I da R — oo ger grinsovergang i (*) slutligen att 7+0 = 37/256.
Svar: 37/256.

2. Den (entydigt bestdmda) Mobiusavbildning som tar trippeln (z1, 22,23) = (0,i,00) pa trippeln
(w1, ws,ws) = (2,1 —14,0) fas med standardmetoder: w(z) = 2/(z + 1).

Lat L vara linjen Rez = Im z och C cirkelkurvan |z + 2| = 2. Mébiusavbildningar avbildar C-
cirklar pa C—cirklar, ar konforma, och bevarar spegelpunkter. Vi noterar forst att zo, = —1 &r den
punkt som avbildas pa w = 0o, och att zo, ¢ L och z ¢ C; saledes avbildas L och C' pa vanliga
C-cirklar L respektive C, pa formen |w — ¢ = r.

Spegelpunkten till z = 2o = —1 m.a.p. L dr z = —i, och ddrmed har cirkeln L medelpunkt
¢ = w(—i) = 1+ 1, och eftersom t.ex. 0 € L och dirmed w(0) = 2 € L har den radie r =
12— (144)| = v/2; L ér alltsa cirkeln |w — (1 +14)| = v/2.

Spegelpunkten till z = 2z, = —1 m.a.p. C ér z = 2, sa cirkeln C' har centrum ¢ = w(2) = 2/3,
och eftersom t.ex. 0 € C och dirmed w(0) = 2 € C har den radie 7 = |2 — 2/3| = 4/3; C ir alltsa
cirkeln |w — 2/3| = 4/3. Bilden av cirkelskivan |z + 2| < 2 dr antingen punkterna innanfor eller

utanfsr C, och eftersom t.ex. z = —1 ligger i skivan och w(—1) = oo ligger utanfor C' blir bilden
|w—2/3] > 4/3.

Svar: w(z) = 2/(z + 1); bilderna &r |w — (14 4)| = v/2 respektive |w — 2/3| > 4/3.

3. Ndmnaren 1+coshz =0 e** +2e"+1=0% (e +1)? =0 2 = log(—1) = mi + 2nmi, n € Z.
I dessa punkter ér tiljaren z + e* # 0 (har realdel = —1, t.ex.) sa f har poler i alla dessa punkter
men #r analytisk for ovrigt. Maclaurinserien fo6r f konvergerar dirfor i skivan |z| < R, dér R &r
avstandet till ndrmaste pol(er) fran origo sett, +im, sa R = .

Ansatsen f(z) = co + c12 + 222 + c32% + O(2*) ger efter multiplikation med 1 + coshz = 2 +
22/2 + O(2*) och jimforelse med z + e* = 1 + 2z + 22/2 + 23/6 + O(2*) sambanden 2¢o = 1,
2c1 = 2, c0/24+2c2 = 1/2, ¢1/2+ 2¢5 = 1/6, dvs. ¢ = 1/2,¢1 =1, ca = 1/8, ¢35 = —1/6, sa
f(z)=1/2+2+22/8 —23/6 + O(z%).

Slutligen ér koefficienten fér z3 i Maclaurinserien f/(0)/3! = —1/6, sa f"'(0) = —1.

Svar: f(z) =1/24+ 2+ 22/8 — 23/6 4+ O(z*); R=m; f"(0) = —1.

4. Ett nodvindigt villkor for att f skall existera &r att u &r harmonisk: 0 = Au = ufy, +-uy, = 2+ 2a,
varfor a = —1.

Nir a = —1, och didrmed u = z? + y — y? + cosx coshy, ger Cauchy-Riemanns ekvationer forst
u, = 2z —sinz coshy = vy, som integrerad m.a.p. y ger v = 2zy — sinzsinh y + p(z), dir ¢ &r en
reellviird funktion av en reell variabel. Derivering m.a.p. = och inséttning i uj, = —v; ger sedan

¢ (x) = —1, alltsa p(z) = —x + A, dér A &r en reell konstant. Vi far

f=u+iv=(2*+y—y*+ cosxcoshy) +i(2rxy — sinzsinhy — x + A).



f ar alltsa en hel funktion, och pa realaxeln z = x sammanfaller den med den hela funktionen
g(2) = 22 + cos z — iz + i A. Entydighetssatsen for analytiska funktioner medfor dirfor att f = g
overallt.

Svar: a = —1, och tillhérande f(z) = 2% +cosz —iz +iA, A € R.
. f har dubbelpol i origo, och inga andra singulariteter, sa om C &r enhetscirkeln |z| = 1 tagen ett

varv moturs dr P = 2, ddr P &r antalet poler som f har innanfér C. Vi s6ker antalet nollstéllen N
som f har innanfor C.

Vi parametriserar C med z = e, § : —7 — , och far, med Eulers identitet och sambandet
sin 260 = 2sinf cos 6, att

w=f(e?)=e? 1 ¥ —2 e 13672 = (4cos260 — 2) + i(2sinf — 2sin 26)
= (4c0s20 —2) +i(2 —4cosf)sinf = u(h) + i v(0).
I parameterintervallet —m < 6§ < 7 har u nollstéllena § = +7/6 och § = +57/6 medan v har

nollstéillena @ = 0, 6 = +7/3 och § = +7. Vi far foljande teckentabell f6r u och v och tillhérande
kvadrantvandring i w-planet:

0 5T T T 0 T T 5T
- < | = F < | - 5 < | — g < < g < g < E < |7
vl F [ +] 0 | =] = [ =] 0 |+ +]+]0]= —[0 [+ [+
v 0 — — — 0 + + + 10— — 0|+ + + 10
kvadr. 4 3 2 1 4 3 2 1

Till hoger ser vi den kurva I' = f(C) vi far i w-planet,
och kan dar avlédsa att

Agarg f(z) = Arargw = —4m.
Enligt argumentprincipen ér saledes N — P = —2, och c

eftersom P = 2 inser vi att N = 0, d.v.s. att f saknar
nollstéllen i enhetsskivan |z| < 1.

Svar: Noll.

(a) Om Q ér ett omrade i vilket f och g dr analytiska och {z € Q : f(z) = ¢g(2)} har hopnings-
punkt i Q, sa dr f(z) = g(z) for alla z € Q.

(b) Lat h(z) = —iz och Q@ = C. Viser att f,h € A(C), f(i/n) =1/n=h(i/n) forn=1,2,3,...,
och i/n — 0 € C da n — oo. Enligt 6a ir diirfor f =h i C. Svar: f(z) = —iz.

(¢c) z = 1/z pa cirkeln C : |z] = 1, och vi sitter dérfor h(z) = 1/z och Q@ = C* = C\ {0}.
Eftersom g, h € A(C*) och g = h pa hela cirkeln C, som har hopningspunkt i C*, medfsr 6a
att ¢ = h 1 C*. Men g skall vara analytisk ocksa i origo, vilket strider mot att 1/z saknar
dndligt gransvirde da z — 0. Svar: Finns ingen.

. Sétt g(z) = f(2)/z. Da dr g analytisk i C* och

I L1 I S

2|

Fixera z med |z| > 1 och lat R > |z|. Eftersom |g(s)| < 1da |s] =1 och |g(s)] <14 (InR)/R da
|s] = R medfor maximumprincipen tillimpad pa ringen 1 < |s| < R, som ju innehaller z, att
InR

l9(=)] < max(1,14 —77) =1+

InR

R
Men detta giller for alla R > |z], och eftersom (InR)/R — 0 da R — oo inser vi att |g(z)| < 1,
d.v.s. att |f(2)| < |z|, vilket skulle bevisas.
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1. Integralen ér rent reell, sa ett icke-reellt svar &r orimligt. Dessutom bor man se att integranden ar
positiv och ddrmed att integralens virde maste vara positivt.

I ML-uppskattningen kan man ocksa anviinda faktoriseringen 22+ 2z +5 = (2 +1+2i)(z + 1 — 2i)
och att |z + (142i)| > |2| — |1£2i| = R—+/5 > 0 (eller |2+ (142i)| > |z| —|1| —|2i| = R—3 > 0)
pa C} for stora R och dérmed att | [+ f(2)dz| < 7R/(R—V/5)® — 0 dd R — .

R

2. Vid bestimningen av bilden C' i w-planet kan man ocksa anvinda sig av konformitet. Eftersom

e realaxeln i z-planet avbildas pa realaxeln i w-planet (koefficienterna i w(z) dr ju reella)

e (' skiir realaxeln i z-planet vinkelrdtt i punkterna z = —4 och z =0
foljer det attfj' skér realaxeln i w-planet vinkelrédtt i punkterna w(—4) = —2/3 och w(0) = 2, och
didrmed att C' ér en vanlig cirkel med centrum mitt emellan: ¢ = 2/3. Ett vanligt FEL &r att tro att

det riicker att papeka att C' innehaller punkterna —2 /3 och 2 och ér en vanlig cirkel; det finns ju
o#éndligt manga andra cirklar &n just |w—2/3] = 4/3 som gor det, t.ex. cirkeln |w—(2/3+1)| = 5/3.

3. Det gar ocksa bra att anviinda standardutveckligen (1+5)~! = 1 -5+ 0O(s?), med s = 22/4+0(z%)
i steg * nedan, for att fa utvecklingen av f(z) utan ansats:

z+e* 142242224226+ 0(2Y) 1 14224 22/242%/6+ O(z4)

T&) = o = 2+ 22/2+ O(z4) ) 1+ 22/4+ O(z%)
« 1 22 23 4 22 4 1 22 23 4
f§(1+22+?+€+0(z ))(1—I+O(z ))—§+z+§*g+0(z ).

Nagra anviinder utvecklingen (1 + s)™! =1 — s+ O(s?) men med s = 1 + 22/2 + O(z%), och de
tror att O(s?) = O(z*) (FEL); i sjilva verket blir O(s?) = O(1) i sa fall, och hela utvecklingen
blir intetsidgande: f(z) = O(1), och inga koeflicienter kan avldsas 6ver huvud taget.

Vid bestdmningen av konvergensradien kan man ocksa anvénda att cosh z = cos(iz) och dédrmed
att coshz = —1 precis da iz = 7w + 2nm, n € Z, vilket direkt ger singulariteterna for f.

(Notera att allt utom bestédmningen av konvergensradien R ér sadant som tas upp redan i TATA42
Envariabelanalys 2.)

4. Det &r enklast att bestimma a m.h.a. villkoret Au = 0, som i l6sningsskissen. Alternativt kan
man lata a vara kvar och anvinda Cauchy-Riemanns ekvationer direkt. Med samma vig som i
losningsskissen far man i sa fall att ¢’ (x) = —1— (24 2a)y. Notera att hogerledet i denna ekvation
beror pa y nér a # —1, och det krivs alltsa att a = —1 for att vi skall undvika en motséigelse —
vinsterledet far ju bara bero pa x.

5. Eftersom f(z) = g(z)/2% med g(z) = 2* + 2% — 222 — 2+ 3, och f(z) = 0 precis da g(z) = 0, skulle
man kunna forsoka anvinda Rouchés sats pa g(z). Tyvirr finns det ingen uppdelning i en summa
av tva funktioner som fungerar, sa (den mera kraftfulla) argumentprincipen maste anvindas.

Som vanligt récker det att faktorisera den ena av u och v fullstdndigt, se kompendiet. Dessutom
kan man i denna uppgift utnyttja att « &r jamn och v &r udda.

6. I (a) godkiinns foljande specialfall: Om f och g ér hela analytiska funktioner och f(z) = g(x) for
alla z € R, sa ér f(z) = g(z) for alla z € C.

I (b) och (c) duger dock inte ovanstaende variant av entydighetssatsen, utan dir behévs den
allméinna varianten (se 1osningsskissen).

7. Alternativt kan man m.h.a. Cauchys olikheter visa att alla koefficienter utom ¢y och ¢; i utveck-
lingen f(z) = > 02 cnz™, z € C*, maste vara noll; alltsd &r f(z) = co+c12. Eftersom | f(z)] <1
da |z| = 1 och max;— [f(2)| = |co| + |e1| far vi olikheten [co| + |c1| < 1, vilket i sin tur ger den
sokta olikheten nér |z| > 1: [co + c12] < |eo] + |e1]|z]| < |collz] + |e1]|z] = (eol + |ea])|2] < |2].

Lars Alexandersson, 7 september 2015



