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Tentamen i Komplex analys (TATA45)
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Inga hjdlpmedel dr tillatna. Fullstéindiga losningar kridvs. Varje uppgift ger 0-3 poéng, och for betyg 3/4/5
riicker 8/11/14 poing och 3/4/5 uppgifter bedémda med minst 2 poéng vardera. Losningsskisser publiceras pa
kurshemsidan preliminért k1l 15.00.

1. Lé&s ekvationerna
(a) 222+ (1 —-3i)2—2=0 (b) 4sinz =3+ (c) |e?| = el*l.

Svaren skall ges i rektangular form, alltsa i formen a + b.

2. Bestam alla hela analytiska funktioner f = u + iv sadana att
v=Imf=e *(ycosy —xsiny) — x, f(0)=1.
f skall uttryckas i variabeln z, alltsa som f(z).
3. Bestam antalet nollstéllen som polynomet

p(z) =2° —42* + i 4 iz — 20

har i (a) 6vre halvplanet Imz > 0 (b) omradet |z| > 2. (2p+1p)
4. Berédkna )
o e dx
S — €R.
/_oo (@r22@—0) "

5. Lat Q vara det omrade som bestdms av olikheterna |z 4+ 1| > 1 och |z — 1] > 1.

(a) Bestdm en Mobiusavbildning w(z) som tar 2 pa remsan —1 < Rew < 1. (2p)
(b) Bestédm en harmonisk funktion ¢ i Q sadan att ¢y =0da|z+1|=1och¢y=1dalz—-1|=1
(punkten z = 0 undantas i bada). (1p)

6. Beriikna summan f(z) av den dubbelsidiga potensserien

& (_1)n & n2zn
n;l 2mzm +;n+1

i storsta mojliga ring Ry < |z| < Re diir den konvergerar. Ange ocksa Ry och Ry samt berikna

/ f(2)dz, Ry < p < Ry,
Cp

dér C, &r cirkeln |z| = p tagen ett varv i positiv led.

7. Lat U vara enhetsskivan |z| < 1, och antag att f &r analytisk och nollskild i U. Visa att det finns
en funktion h som &r analytisk i U och som har egenskapen att f = exp h dar.

Ledning: Sitt g = f/f till att borja med.
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(a) 222+ (1—-3i)z—2=0« (24 (1 — 3i)/4)2 = (8 — 67)/16 = 1/2 — 3i/8. Variabelbytet
2+ (1-3i)/4 = w = u+iv ger u> —v? = 1/2, 2uv = —3/8 och u? +v* = 5/8 med l6sningarna
w = +(3 —14)/4, och ddrmed far vi z; = (1 +14)/2 och zo = —1 + .

(b) Med s = e%* kan ekvationen skrivas 4(s — 1/s)/2i = 3 + i, allts& 2s? + (1 — 3i)s — 2 = 0, som
enligt (a) har losningarna s = (1+4)/2 och s5 = —1+1i. Eftersom z = —ilogs = args—iln|s]
far vi 16sningarna z = w/4 4+ 2nw +i(In2)/2 och z = 37/4 + 2n7w — i(In2)/2, n € Z.

(¢) Med z = = + iy ér |e*| = e*, sa |e*| = el*| precis da 2 = || (eftersom den reella exponential-
funktionen ér injektiv), d.v.s. precis da z = = > 0.

-, som integrerad
m.a.p. 2 (med partiell integration) ger u = e *(ysiny + xcosy) + p(y), dir ¢ dr en reellvird
funktion av en reell variabel. Derivering m.a.p. y och insittning i uy = —v}, ger sedan ¢'(y) = 1,
alltsa ¢(y) = y + A, dir A dr en reell konstant. Vi far

Cauchy-Riemanns ekvationer ger forst v; = e™*(cosy — ysiny — xcosy) = u,

f=u+iv= (e "(ysiny +zcosy) +y+ A) +i(e “(ycosy — xsiny) — x),

och eftersom f(0) =1 far vi A = 1. f ér alltsa en hel funktion, och pa realaxeln z = x (dir y = 0)
ir f(z) = e x4+ 1—1ix, och dirmed sammanfaller f med den hela funktionen ¢g(z) = e ?2+1—1iz
pa realaxeln. Entydighetssatsen for analytiska funktioner ger déarfor att f = g i hela planet.

Svar: f(z) =e *z+1—iz.

(a) Vi studerar argumenttillskottet for p(z) = 2° — 42* +i2® 4+ iz — 2i nir 2 genomlsper kurvan
I'r = C}+Lg (se figur nere till véinster). P4 C} far vi tillskottet Acg argp(z) = Acg arg 25+
Acg arg(l—4/z+i/22 +i/2* —2i/2°) - 5.7+ 0 =57 di R — oo. Pa Ly far vi p(z) =
p(x) = (2% — 4a*) +i(23 + 2 — 2) = u +dv, dir u = 2*(z — 4) och v = (z — 1)(2% + x + 2),

och diarmed nedanstaende teckentabell:

Ay
—~Ch zll<]ol<]1]<]|4
SN BUCT [y ey e N I

Dessutom far vi av gradskél att v/u — 0 da x — Zoo (u drar mer &n v), och detta till-
sammans med tabellen ovan ger figuren ovan till héger, dir vi ser att Ap, argp(z) — —=
da R — oo. Antalet nollstéillen i 6vre halvplanet blir darfor (1/27) limp— oo (ACE argp(z) +

o
+]+]A

Ap,argp(z)) = (5 — ) /27 = 2, eftersom poler saknas. Svar: Tva.
(b) Sitt f(2) = —4z% och g(z) = 2° + 2% + iz — 2i. P4 cirkeln |z| = 2 dr |f(2)| = 4|2|* = 64
medan |g(2)] < [2]° + |2]® +|2| + 2 = 44, s& | f(2)| > |g(2)| pa hela denna cirkel. Rouchés sats
medfor dirfor att polynomet p(z) = f(z) + g(z) har lika manga nollstiillen i |z] < 2 som f(z),
alltsa 4. Eftersom polynomet p har grad 5, och dérmed har 5 nollstéllen totalt i C, har det
dérfor 5 — 4 = 1 nollstélle i omradet |z| > 2. Svar: Ett.

Lat fo(z) = €%/ ((z +2i)*(z — 1)) for fixt a € R, och siitt I(a) = [ fa(z) dz, som &r den sokta
integralen. Lat vidare Ly vara strickan fran z = —R till z = R, C;g halvcirkeln fran z = R till
z = —R i 6vre halvplanet, och C; halvcirkeln fran z = —R till z = R i undre halvplanet. Pa bade
C} och C dr |z +2i] > |2] — |2il = R—2 > 0och |z —i] > |z| = |i| = R—1 > 0 for stora R
(R > 2). Dessutom ér |e"**| = ¢~ < 1 nér ay > 0.

For att berdkna I(a) nidr a > 0 anvéinder vi konturen C}: + Ly, ty ML-uppskattning ger i det fallet
att |fcg fa(z)dz| <7R/((R—2)?(R—1)) = 0 d& R — oo, eftersom y > 0 pa C};. Residysatsen
(eller Cauchys integralformel) ger, for stora R, att
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/ fa(2)dz = 2miRes fo(2) = 2mi(e"** (2 + 20) 7 ?) |0y = —=——€™°,
Ch+Lr z=t 9



och genom att lata R — oo hir far vi 0+ I(a) = —2mie=*/9 f6r a > 0.

For att berdkna I(a) ndr a < 0 anvénder vi i stéllet konturen C'; — Lr och far analogt att
| fc fa(z)dz] <7TR/((R—2)*(R—1)) — 0 da R — oo, eftersom y < 0 pa C;. Residysatsen (eller
Cauchys integralformel for derivata) ger, for stora R, att

21

d )
/CLR fa(2)dz = 2mi ZIZ{ESQZ fa(2) = 2mi E(emz(z - i)*l)‘z:_gi 9 (1 — 3a)e*

och genom att lata R — oo hiir far vi 0 — I(a) = 27i(1 — 3a)e?*/9 for a < 0.

2 2
Svar: —ge @ for a > 0; f§(1—3a) 20 f5r a < 0.

. C-cirklarna Cp : |24 1| =1 och C; : |z — 1] = 1 har endast punkten z = 0 gemensam (och dér
tangerar de varandra, rita figur!), sa varje Mobiusavbildning w(z) for vilken w(0) = oo kommer
att avbilda dessa C-cirklar pa tva linjer som saknar gemensam punkt i C och som dérmed &r
parallella i C (och tangerar varandra i oo € C)

Genom att komplettera w(0) = oo med w(—2) = —1 och w(2) = 1, sa att w = 2/z, kommer Cj att
avbildas pa en linje genom w = —1 medan cirkeln C; avbildas pa en linje genom w = 1. Vidare,
eftersom realaxeln avbildas pa realaxeln under w = 2/z och skiirningsvinklar bevaras, inser vi att
Cy avbildas pa Rew = —1 och Cy pa Rew = 1. Slutligen, da t.ex. z = oo &r en inre punkt i 2 och
w(oo) = 0, far vi att bilden av Q blir remsan —1 < Rew < 1.

En harmonisk funktion i w-planet med ritt randviirden (¢ = 0 da Rew = —1 och ¢ = 1 da
Rew =1) &r ¢ =1/2+ Re(w)/2 =1/2+u/2,sa (z) = 1/2+ Re(1/2) = 1/2 + x /(2 + y?) loser
problemet i z-planet.
2 1 1 1 T
Svar: w(z) = ~ (tex.); ¥(z) = 5 +Re(;) =3 + oL

. Den viinstra seriens summa far vi direkt fran den geometriska serien, > po (w* = 1/(1 — w) nir
|lw| <1, med w = —1/2z nér |z| > 1/2:

i (—1)" L, 1 N 1 1 N 1 1 1 | |>1
=—— - — — = = — z —.
2m 2z 2z (22)2 (22)3 2z 1—(-1/2z2) 2z+1° 2

n=1

Den hogra seriens summa kan beriiknas m.h.a. uppdelningen n?/(n+1) = (n —1)+1/(n+1). Vi

studerar
) BCERIENE A SRS o
* n—1)z —— =2z 2"+ = —.
n=1 n:1n+1 k=0 Zk*Qk

Termvis derivering av Y po 2% = 1/(1—2) néir [2| < L ger > oo k2"t =1/(1—2)% s8> p k2F =
z/(1—2z)? niir |2| < 1. Standardserien Log(1+w) = w—w?/2+w?3/3—w*/4+... for |w| < 1, anvind
for w = —z, ger Yoo, 2% /k = — Log(1 — 2) niir |z| < 1, varfor Y -, 2¥/k = — Log(1 — z) — 2 néir
|z| < 1. Alltsa konvergerar serierna i (x) i omradet |z| < 1, och sammantaget blir

kel 1 22 Log(1 — 2) 1
— — -1 - < 1;
I ZQ”Z"+Zn+1 PP 2 o g <kI<E

n=1
speciellt &r Ry = 1/2 och Ry = 1.
Slutligen, eftersom f(z) =Y 0~ c,z™iringen Ry < |z| < Ry och e, = (1/27i) fc (f(s)/s" 1) ds
nir n € Z och Ry < p < Ry, ér, med n = —1 (direkt avldsning i serien ger c_; = 71/2)

/ f(z)dz:27ri-c_1:27ri(—1):—iﬂ', 1 <p<l.

. 2 2

. Eftersom f éir analytisk och nollskild i U &r ocksa g = f'/f analytisk i U, sé g(z) = Y " ¢, 2™ nér
z € U, diar Maclaurinseriens konvergensradie R > 1. Termvis integrering medfor att funktionen
G(z) = Y0 ycnz"T/(n + 1) dr en primitiv till g i U; m.a.o. &r G’ = g dér. Multiplikation av
identiteten f’ — fg = 0 med e~¢ # 0 (integrerande faktor, analytisk) ger (fe=¢) = 01i U, sa
fe=% = C, en nollskild konstant, i U. Tag ¢ € C sadant att e = C och lat h = G + ¢. Da blir
el =e%e =e“C = f iU, och beviset ir klart.
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2. Nagra tar en onodigt jobbig vég och integrerar bade u), = v
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(a) Nagra svarar med uttryck innehallande /8 — 64, vilket inte duger. Till att borja med &r det

(b)
()

oklart vilket eller vilka tal detta &r (vi har inte definierat \/z i denna kurs, déiremot den
tvaviirda 2'/?), och dessutom skall svaret dnda ges i rektangulir form z = a + ib, a,b € R.

Svaret maste naturligtvis forenklas sa langt som mojligt.

Manga tror att ekvationen x = |z|, d.v.s. x = y/2? + y?, har 16sningarna z = = € R (FEL)
i stéllet for det korrekta z = x > 0; notera att x = /22 +y? & 22 =22 +y?> OCH > 0 (se
rotekvationer i Matematisk grundkurs). Nagra tappar « = 0 och svarar z =« > 0 (FEL).

/

y (m.a.p. x) och v = —v; (m.a.p. y),

och forsoker sedan pussla ihop dessa bada uttryck for u till ett enda uttryck for u, oftast pa mycket
oklara sétt; framfor allt framgar det normalt inte att man har hittat alla 16sningar.

(a)

Det vanligaste felet hér dr att tro att Ay, argp(z) — 7 (FEL) i stéllet for det korrekta —m
nir R — oo, d&ven om man har en korrekt figur i w-planet. Manga av dem som har gjort
detta fel har inte markerat orienteringen (med pilar) pa kurvan i w-planet, vilket ocksa kan
forklara varfor de ldser av fel. Sens moral: Var noga med orienteringen!

Som vanligt ricker det att faktorisera den ena av u och v, som i Exempel 6.5 i kompendiets
upplaga 2014.

Négra tror att Rouchés sats kan tillampas direkt pa omradet |z| > 2 (FEL), och far da att p
har 4 nollstillen dér (FEL).

Manga kommer fram till att p har 4 nollstdllen i |z| < 2, vilket dr rdtt, men séiger sedan
direkt att antalet nollstéllen i |z] > 2 &r 5 — 4 = 1, utan att ndmna att p saknar nollstéllen
i de aterstaende punkterna, alltsa pa sjilva cirkeln |z| = 2. Notera att Rouchés sats medfor
att p har 4 nollstéllen inte bara i |z] < 2 utan i sjélva verket i |z| < 2, se kompendiet.

I denna Rouchéuppgift forekommer det ocksa ett antal "klassiska” fel i l6sningarna. Se kom-
mentarerna till uppgift 2b pa tentamen 2011-12-20 for en allmén diskussion.

Det vanligaste felet hér #r att tro att samma kontur (C}, 4+ Lg) fungerar for alla reella a (FEL).
Det faktum att |e!®*| = e~ tvingar oss att anviinda olika konturer fér @ > 0 och a < 0.

I fallet @ < 0 anvdnder nagra residysatsen direkt pa konturen Lr — Cp, utan att ligga mérke till
att den konturen &r negativt orienterad, vilket medfér att man gor ett teckenFEL.

(a)

(b)

Avbildningen w = 2/z ir inte den enda mojliga: Alla avbildningar som avbildar som énskat
kan skrivas w = +2/z + ib, b € R.

Manga resonerar som om varje Mobiusavbildning w(z) med automatik avbildar realaxeln i
z-planet pa realaxeln i w-planet (FEL); sa sker om och endast om w(z) kan skrivas helt
med reella koefficienter. Niar man vil har konstruerat w = 2/z (eller w = —2/z), med tva
C-tripplar, kan man dock dra slutsatsen att realaxeln verkligen avbildas pa realaxeln.

Aven om flera avbildningar w(z) &r mojliga blir den harmoniska funktionen ¢ densamma.

6. R1 och Ry kan ocksa bestdmmas med rot- och kvotkriterierna.

7. Observera att uppgiften gar ut pa att visa att funktionen h verkligen existerar, och resonemang
som forutsétter att h existerar duger naturligtvis inte.

Lars Alexandersson, 20 april 2015



