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1. Bestam Laurentserien for funktionen

i omradet 1 < |z| < 2.
2. Berékna
/ dz
c (z—1/3)?sinmz
dir C &r cirkeln |z — 1/2] = 1 genomlépt ett varv moturs.

3. Bestdm en Mobiusavbildning w(z) som tar linjen Imz = 1 pa cirkeln |w + 2| = 3 samtidigt som
w(2i) = 0 och w(oo) = 1. Bestdm sedan bilden i w-planet av linjen Re z = 1 i z-planet.

4. Bestdam antalet nollstéllen som polynomet
p(z) =234+ 22 —iz +8i

har i andra kvadranten Rez < 0, Im z > 0.

* sin’ gz
5 dx
0 T

genom att integrera funktionen (1 — e?2#)/2? lings randen till omradet € < |z| < R, Rez > 0,
Im z > 0. Vilken (helt) annan reell integral fooo g(x) dz far man pa kopet?

5. Berékna

6. Lat Q) vara komplexa planet C med positiva realaxeln [0, +0o[ borttagen. Visa att man kan definiera
en gren f till den flervirda funktionen

2 log(1 4 2/%)

i Q sadan att f(—1) = (In2)/2 4 7mwi/4. Berékna sedan f(—3) och f/(—1); dessa vérden skall ges
i formen a + ib, och i sa enkel form som mojligt.

7. Lat U vara enhetsskivan {z € C: |z] < 1}.

(a) Bestim om mojligt en funktion f som &r analytisk i C och som har virdeméngd U, eller visa
att en sadan funktion inte finns.

(b) Bestdm om mojligt en funktion g som &dr analytisk i U och som har viirdemingd C, eller visa
att en sadan funktion inte finns.
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1. Partialbraksuppdelning och utveckling i geometriska serier ger att

3z B 3z b2 12 1
24iz+2 (z—)(z+2%) z—i z+2 =z 1—i/z 2 14+2/2i
100 . o0
= [eftersom 1 < |2| < 2] = ;;(é)n —ig(—%)"
=Y S iy (@) 1<l <2
n=0 n=0

2. Innanfor C': [z —1/2| =1 har f(z) =1/((z —1/3)?sin7z) dubbelpolen z = 1/3 och enkelpolerna
z =0 och z = 1; notera att sinmz =0< 2z =n,n € Z={0,£1,+2,...}. Vi far residyerna

_d 1 _ —mcos(m/3) 2w
zlif?gf(z) T dz (sinﬂz) =173~ sin?(7/3) 3

och

1/(z—1/3)? 1/(n—1/3)? 9/, n=0,
Res £(2) = [G-YsP Y=L/ :{/9/% "o

& (sinmz) |2=n T COSTIN

sa residysatsen medfor att

f(z)dz = 2mi (2—W+2i) = <g4_7r2> i.

c 2 3

3. Lat L vara linjen Imz = 1 och L cirkeln |w + 2| = 3. Att w(2i) = 0 ger med nédviindighet att
w(0) = 5/2, ty 2i och 0 #ir spegelpunkter m.a.p. L och 0 och 5/2 ir spegelpunkter m.a.p. L.
Eftersom dessutom co € L, 1 € L och w(oo) = 1 #r Mobiusavbildningen entydigt bestdmd:
w(z) = (5z — 104) /(52 — 4i), och avbildar som énskat.

Lat I' vara linjen Rez = 1. Vi ser att w(4i/5) = oo, och eftersom 4i/5 ¢ T ir bilden T' i w-
planet en vanlig cirkel |w — ¢| = r. Centrum ¢ = w(2 + 4i/5) = 1 — 3i/5, ty 4i/5 och 2 4 4i/5 &r
spegelpunkter m.a.p. I' och oo och ¢ &r spegelpunkter m.a.p. r. Slutligen, t.ex. w(oo) =1 € I, sa
radien 7 = [1 — (1 — 3i/5)| = 3/5 och diirmed &r T cirkeln |w — (1 — 3i/5)| = 3/5.

5z — 10

Svar: w(z) = 574_1; bilden ér cirkeln
z—4i

w—(l—%) =

3
-

4. Studera argumenttillskottet for p(z) = 23+ 22 —i2+8i néir z genomléper konturen Cr+ Lr+Ig (se
figur nere till viinster). Vi far att Ac,, argp(z) = Ay, arg 23 + Ay arg(1+1/2 —i/22 +8i/23) —
3-m/2+0 =31/2dd R — oo. PA Lg ir p(z) = p(z) = 2%(x + 1) +i(8 — ) = u + iv, dir
x:—R —0,och pa I ir p(z) = p(iy) = (1 —y)y +i(8 — y3) = u+iv, dér y : 0 — R, varfor vi
far nedanstaende teckentabeller och kurva w = p(z) néir z genomloper Ly + Ir; notera ocksa att
v/u— 0 daxz — —oo och att u/v — 0 da y — +o0.

|| <|—-1]<|0
O AY Lp: uwl =10 +]0
vif+ |+ | +]8
IR
T ylol<|1|<]|2]|<
L = Ig: uw || O|+]0|—|—1]—
v |8+ |+ +]0] -

Saledes far viatt Ar 41, argp(z) — 7/2 da R — oo, sa antalet nollstéillen for p i andra kvadranten
ar
1 /3n =«

. 1
}%l—{noo %ACR-%LR-%IR argp(z) = By (7 + 5) =1,

eftersom poler saknas, allt enligt argumentprincipen. Svar: Ett nollstalle.



5. Randen kan skrivas I'c r = L;R +Cgr+ L?,R + C., som i tur och ordning &r strackan fran e till R;

7.

kvartscirkeln fran R till iR; strickan fran iR till ie; och kvartscirkeln fran ie till e (rita figur!).
Funktionen f(z) = (1 —e%?)/2? dr analytisk pa och innanfor I'c g, s& Cauchys integralsats medfor
att

(%) (2)dz + f(z)dz+ f(z)dz+/ f(z)dz =0, 0<e<R.
Li,R Cr L?,R Ce

Parametriseringarna z = ¢, t : € — R, av L;R, och z=1t,t: R — ¢, av LiR, ger, med omskriv-

ningen 1 — cos 2t = 2sin’ ¢, att

W2t

R € —2t
1—e 1—e
z)dz + zdz:/ 7dt+/ - idt
( e JE= ) R ()

B /osin®t . 1—e 2t —sin2t
= i 2 +1 2 dt.

P& Cg ér [e?*] = e7% < 1, och dérmed &r |f(2)| < 2/R? dér, sa

2
§ﬁ?%0, ]’%*)OO7

1
Le,R

f(z)dz

Cr

med ML-uppskattning.

Det aterstar att se vad som hiinder med integralen lings den lilla kvartscirkeln C. da e — 07.
Eftersom f har enkelpol med residy ¢_; = —2i i punkten zyp = 0 finns det en funktion g som é&r
analytisk i 0 sadan att

flz) = —%ng(z), sa /Cef(z)dz 7r+/ceg(z)dz% -, e—0T,

eftersom parametriseringen z = ee®, 6 : /2 — 0, ger att —2i [, dz/z = fﬂ(_)/22d9 = —m, och
fc g(2)dz — 0 da e — 07, eftersom g ér kontinuerlig i zo = 0.
Genom att lata € — 07 och R — 00 i () och till sist ta real- och imaginérdelar, far vi integralerna

00 142 00 —2t :
t 1—e~2t —sin2¢
/ T dt=Z (sokt)  och / S TR =0 (pa kopet).

Sitt © = C\ [0, 4o00[. T Q skriver vi z = re?, diir » > 0 och 0 < 6 < 27, och dir har z'/2 de
tva grenarna hi(z) = i\/;ewm. Notera att Im(l + hi(z)) = iﬁsin(@/Q) #01i8Q,sal+hg ar
aldrig reella i Q, speciellt aldrig < 0 dir, och diirfor kan alla grenar till log(1 + 2/2) i Q skrivas

fmx(z) = Log(l + hi(z)) + 27wmi, m € Z,

dir Log som vanligt #r principallogaritmen. Eftersom h(—1) = ++/1€"/? = 44 och Log(1 +1) =
(In2)/2 £in/4 ser vi att f,,+(—1) = (In2)/2 + 7mi/4 precis da vi véljer minus och later m = 1;
alltsa &r
f(z) = f1,-(2) = Log(1 + h_(2)) + 2mi.
Insittning ger att f(—3) = Log(1 —iv/3) + 2mi = In2 + 5mi/3, och kedjeregeln ger att
h_'(2) 1 h_(z 1 —i I

fl(z):m=£-m, sa fl(_l):mllfi:_z—’—él'

(a) Att f(C) = U medfor att |f(z)] < 1 for alla z € C, och f &r dérfor begridnsad. Men f skall
dessutom vara hel, sa enligt Liouvilles sats &r f konstant, vilket strider mot att f antar alla
véirden i U. Svar: Nagon sadan f finns inte.

(b) Lat s = T'(z) vara en Mobiusavbildning som avbildar U pa halvplanet Res > —1; t.ex. kan
vi vilja T'(2) = 22/(1 — 2). Lat g(z) = T'(2)?. D4 ér g analytisk i U, och vi skall visa att det
till varje w € C finns nagot z € U sadant att g(z) = w.

Tag dérfor ett godtyckligt w € C, och 1at s vara principalviirdet pa w'/2. Da &r Res > 0,
speciellt &r Re s > —1, sa det finns nagot z € U sadant att T'(z) = s. For detta z #r ddrmed
9(z) =T(2)? = s? = w. Svar: T.ex. g(z) = 422/(1 — 2)2.
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. Nagra tror att 1/(1+s) = > °  s™ (FEL) for |s| < 1, i stéllet for det korrekta 1/(1—s) = > s™.

. Overraskande méanga far bara med en enkelpol (vissa tappar z = 0, ungefir lika manga z = 1),
och det dr dessutom oftast oklart varfor endast den ena tas med.

Flera tror att man bara kan ta bort faktorn sin 7z vid beriikningen av residyerna i enkelpolerna,

och far da att . .
R = FEL);
P (z—1/3)%sinmz (2 — 1/3)2|Z:n ( )

enklast hiir dr att anviinda p/g-metoden, med p(z) = 1/(z — 1/3)? och ¢(z) = sin7z, som i
l6sningsskissen.

Oroviickande manga har, dven om de har insett att residyn i dubbelpolen z = 1/3 &r derivatan
av 1/sinmz i punkten z = 1/3, deriverat denna funktion fel & det grévsta — och da menar jag inte
mindre deriveringsfel som att tappa en faktor 7 eller att fa fel tecken eller sa.

. Nagra kompletterar de givna punkterna w(2i) = 0 och w(co) = 1 med att lata ytterligare en
randpunkt avbildas pa en randpunkt, typiskt w(i) = —5. Att man med detta val far en avbildning
w(z) som avbildar rétt dr inte sjdlvklart — om man i stéillet hade valt w(i) = —2 + 34, t.ex., far
man inte réitt avbildning. Gor man pa detta séitt maste man déarfor motivera varfér avbildningen
verkligen blir den efterfragade. (Detta behovs inte om man gor som i losningsskissen, med spegel-
punktsresonemang, eftersom vi har ett resultat i kursen som técker just detta fall: Foljdsats 7.27
[C—cirkel pa C-cirkel, metod 2] i kompendiets upplaga 2014.)

. Det gar naturligtvis bra att rita tva separata bilder, en for w(Lg) och en for w(Ig); man far da
att Ap,argp(z) - —m/2 och Ay, argp(z) — 7 niir R — oo.

Manga ritar bilder av hela real- och imagindraxeln, i stillet for av de relevanta delarna x < 0
respektive y > 0. Gor man sa — vilket jag inte rekommenderar — maste det framga tydligt var
punkten p(0) ligger i w-planet (pa positiva imagindraxeln: p(0) = 8i) sa att det blir begripligt
varfor man verkligen far de argumenttillskott man far lings negativa realaxeln (—m/2) respektive
positiva imagindraxeln ().

Som vanligt gar det bra att endast faktorisera den ena av u och v i respektive delundersckning,
som i Exempel 6.5 i kompendiets upplaga 2014.

. Den sokta integralens virde &r uppenbart positivt, sa ickereella svar eller reella svar < 0 &r orimliga.

Den frimsta svarigheten i uppgiften dr hanteringen av enkelpolen z = 0, som konturen nidrmar
sig niir ¢ — 07; jfr Exempel 5.21 i kompendiets upplaga 2014. Manga forsoker gora en ML-
uppskattning av fCE f(2)dz, men eftersom den integralen alltsa inte gar mot noll (utan mot —)
da € — 0% ger ML-uppskattningen inget anvindbart.

Ett par personer later e — 07 och R — oo i var och en av de bada integralerna fﬁR (1—e?*)/t?)dt
och ifﬁR (1 — e~2%)/t?)dt separat, och far da att

© 1 eiQt ' © 1 e—2t
/ e dt—l—z/ —5—di=r  (FEL)
0 0

felet bestar i att dessa bada integraler dr divergenta (p.g.a. beteendet néra ¢ = 0). Diremot ér
alltsa integralen [~ ((1 — €**)/t? +i(1 — e~2")/t?)dt konvergent, med véirde .

. Efter att ha gjort ett fungerande grenval till 1 4+ z'/2 méste man konstruera en gren till den
sammansatta funktionen log(1 + z'/2). Om man gor det genom att viilja en gren till logw genom
att klippa upp w-planet lings en strale fran w = 0 (vilket &r det naturliga) maste man visa att
den valda grenen till 14 z'/2 inte antar virden pa denna strale nir z € Q.

. Ett par personer har missforstatt fraga (b) och trott att t.ex. g(z) = z duger, med motiveringen
att den ju dr analytisk i hela C (ddrmed &ven i U) och har virdemingd C; med denna tolkning
vore uppgiften som synes trivial. Vad vi soker ér en funktion som ér analytisk (atminstone) i U
och som redan i U antar alla véirden i C, vilket ddremot &r ett icke-trivialt problem.

Lars Alexandersson, 27 januari 2015



