TATA44 Loésningar 18/10/2017.

1.) Ytorna z = 2* + y?och z = 2 — /22 + ¢? skiir varandra da 2% 4+ ¢* = 2 — /22 +92.
Med p = /22 + 32 har vi da p? = 2 — p vilket ger p> —p -2 = (p+2)(p — 1) = 0. Da
skiir de varandra ida z® + y* = 1. Sitt D : 2% + y* < 1. Parametrisera S med ortsvektorn
r(z,y) =x%+y§+2°+y*2 med (z,y) € D. En standardrikning ger
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av vilket det foljer att
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2.) Lésning 1: En standardriikning ger V- A = 2® + 3 Sitt S a* +y* +22° =2, 0<2< 1
samt S; : 2 + 94> <1, z=1o0ch Sy : 2> +y* <2, z =0. Da har vi enligt Gauss’ Sats att
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déar V' ar den kropp som S+ 57 +.5; omsluter. Observera att i Gauss’ Sats pekar alla normaler
ut ur kroppen och i synnerhet blir n- 2 > 0 pa S. Villkoret n- 2 > 0 avser endast normalen till
ytan S och inte S; eller S;. Normalen till S} &r n; = £ (och inget annat) eftersom den pekar
ut ur kroppen V' och normalen till Sy ar ny, = —2. Vi far da
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Vi har
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eftersom A -fy = 2(2” + %)z =0ty 2 = 0 pa S,.
Vidare har vi
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For att rakna ut /// (22 +y%) dV sitter vi Vi - 22 +y°+22 <2, 2 > 0och V;, : 22492 +22 <
1%
2, z > 1. Vi har da
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Forst har vi
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och
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/// 2+ y?) dody = 3;

och vi far att det sékta flodet ar
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Saledes ar

Losning 2: Som ovan med undantag av berdkningen av /// (2% +1?)drdydz som kan beriknas
1%

pa foljande sétt:
Satt p = /a2 + y? och inféra cylinderkoordinater for att definiera V' genom olikheterna
p<V2—220<2<1,0<¢ <27 Da har vi
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Resten av 16sningen dr som i Losning 1.
Lésning 3: Lat C vara ytan C : 22 4+9y*> =1, 0 < 2 < 1 och L vara ytan L : 1 < 22 4+ ¢* <
2, z=0. Da omsluter S 4+ C + L en kropp V och enligt Gauss’ Sats har vi

// A~f1dS:///V-Adxdydz:///(x2+y2)dxdydz.
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Av detta har vi att det sokta flodet ar
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Normalerna pekar ut ur kroppen V. D #r fiy = —2 och vi har da att A -ny = 2(z* +y?)z =0
ty z = 0 pa L, vilket ger
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Ytan C kan parametriseras genom ortsvektorn r(¢, z) = ,6+ zzmed (¢p,z) € Ddiar D : 0 <
¢ < 2m, 0 <z <11 cylinderkoordinater. Da ar r¢ X1, = qb X zZ=p=cospT +sin¢y. Denna
vektor pekar in i V' och da maste vi ha
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dar vi har
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Sedan har vi
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Av detta foljer nu att det sdkta flodet ar

//A.ﬁdgzl‘l_”ﬁ_”:m_ﬁ
5 15 2 30

3.) Standardridkningar ger

VXA=3+7+ (2> +y?) 2
Lat S vara den del av planet 2242y — 2 = 0 som #r innanfér cylindern 2 +y* — 22 —2y = 0, det
vill siiga, innanfér cylindern (z—1)?+(y—1) = 2. Siitt D : (z—1)>+ (y—1) < 2. Parametrisera
planet med ortsvektorn r(z,y) = x &+y y+(2v+2y) 2. Vi far r), xr, = =212+ 2. Stokes Sats
ger nu da I" genoml6ps moturs sett fran punkten (0,0, 17) (s& att ytan S &r positivt orienterad)
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Av detta far vi att
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da T' genomléps medurs sett fran punkten (0,0, 17).
4.) Losning 1:Vektorfiltet fir ett potentialfilt: med A = V® har vi @, = 2? +y* + 22, P, =
22y + y* +y2®, @, =222+ y’z och da erhaller man (efter standardrikningar)
Y YR e e
¢ = 5 + 3 5 +ay" +x2"+C

didr C' dr en godtycklig konstant.

Kurvans dndpunkter ligger i zy-planet da z = 0 och da har vi z4+y = 0, 2?4+ = 4 vilket ger
y = —x samt 22 = 2. Andpunkterna till T &r da (—v/2,v/2,0) och (v2,—v/2,0). I genomldps
moturs sett fran punkten (0,17,0) och detta medf6r att startpunkten &r (—\/5, V2,0) och
slutpunkten &r (vV/2, —v/2,0). Vi har da

/A ~dr = ®(V/2,—/2,0) — &(—V2,V/2,0)
= 4/2.

Losning 2: Vektorfiltet dr ett potentialfilt (som fr av klass C* &verallt) och dirmed #r kur-
vintegralen oberoende av vigen. Andpunkterna dr, som ovan, (—\/5, V2, 0) och (\/5, —V/2, 0).
Startpunkten ar (—\/5, V2, 0) och slutpunkten ar (\/5, —V/2, 0). Lat L vara linjen som férbinder
dessa tva punkter. L ges pa parameterform som

r(t) = |—t|, t: —V2—=V2



Vi har nu
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Losning 3: Kurvan #r skirningen mellan z 4y = 0 och 2 4 y* + 2% = 4. Insittning av y = —x
i+ +2°=4ger20® +2°=4. Narz=0har viz = +v/2 och da dr kurvans andpunkter
(vV2,—v/2,0) och (—v/2,/2,0). T’ genomléps moturs sett fran (0,17,0) s& att startpunkten &r
(—\/5, V2, 0) och slutpunkten &r (\/5, —V2, 0). Vi kan da parametrisera I" genom ortsvektorn
r(¢) = —V2i 4+ V29 +2sin¢ 2 med ¢ : 0 — 7. Da har vi (efter lite arbete)
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- 4 V/2sin ¢
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= [—4\/§cos¢ — 2cos* ¢ + 2v/2 cos® ¢ — 2sin’ gb]
= 4V/2.
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5.) A kan skrivas som A; + Ay med A; =

T N Yy N X N
T+ goch Ay = —yz+2xy. Om
’:E2+y2 /$2+y2

D ir omradet innanfor ellipsen 922 + 4y* = 36 da ir, enligt Greens formel

/Ag-dr:2//dxdy:127r
r D

eftersom denna dubbelintegral dr arean av omradet D och arean av en ellips pa kanonisk form
2 2

x—+z—2—1ar7rab I det har fallet &r a = 2, b = 3.
Vektorfiltet A; &r singuliirt i D och diirmed inte av klass C* inom D (som krivs i Greens
formel). Vi definierar T'; : 2+ y2 = 1 och sétter S lika med det omradet mellan I" och I'y, dér

A, dr av klass C'. Da har vi, enligt Greens formel,
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och vi far da att

/Al-dr:— A -dr
r Iy

dér I' genomléps moturs medan I'y genoml6ps medurs. Parametrisera I'y med ortsvektorn r(¢) =
cos & +singpy med ¢ : 2r — 0 (som motsvarar orienteringen medurs). Vi har da

. Al-dr:—/2:A1(r(¢))'r/(¢)d¢
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Saledes erhaller vi att
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6.) I cylinderkoordinater ar vektorfaltet
A=,

Ytan dr (i cylinderkoordinater) S :p =2, 0 < ¢ <27, 0 < z < 1. Parametrisera ytan genom
ortsvektorn

r(¢,2)=2p+z%
med (¢,2) € Ddéar D:0< ¢ <2m, 0<z<1. Viharda

r;xr;:2qg><2:2ﬁ.
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Det sokta flodet ar da
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