TATAA44 Lésningar 23/8/2017.

1.) Beteckna med S ytan z = /22 + 42, 2° +¢y* + 2* = 2. Insiittning av z = /22 + 92 i
ekvationen 2° +1y?+2% = 2 ger 222 = 2 som ger nu z = 1 eftersom z > 0. Da ér S : 22 4+1° + 2% =
2, z > 1. Infor sfiriska koordinater (1,6, ¢). Pa S drr =+v2o0ch 0 <0 < 7/4, 0 < ¢ < 2.
Satt D : 0 <0 < 7w/4, 0 < ¢ < 2. Parametrisera S med ortsvektorn r(6,¢) = V2 med
(0,¢) € D. En standardrikning ger

ry X Tl = 2sinf ¢
av vilket det foljer att
|y x 1| = 2siné.

Vi har da
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2)Vihar V- A =0.Sitt S: 2 +¢y* —2° =1, 0<z<1lsamt S;:2°+y* <1, 2 =0 och
Sy :2? +y* <2, z=1. Da har vi enligt Gauss’ Sats att

// A-ﬁdS_///V~AdV—O
S+S1+8Ss Vv

dar V' ar den kropp som S+ 57 + .5, omsluter. Observera att i Gauss’ Sats pekar alla normaler
ut ur kroppen och i synnerhet blir n- 2 < 0 pa S. Villkoret n - 2 < 0 avser endast normalen
till ytan S och inte S; eller Sy. Normalen till S; &r n; = —2 (och inget annat) eftersom den
pekar ut ur kroppen V' och normalen till Sy 4r ny = Z.

Det sokta flodet ar da
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PaS drn, =2och A-n; =0ty z=0pa S;. P4 S, dr 2 =1o0ch A -1ny = 3(z* + y*). Vi har
d& att det sokta flodet ar
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Vidare har vi

3.) Paraboloiden z = 2” + 3 skiir planet 2z + 2y + 2z = 2 da 2 + 3 + 22 + 2y = 2. Detta ger
kurvan (z 4+ 1)+ (y+1)> = 4. Sétt D : (x +1)*+ (y+1)* < 4, 2,y > 0. Parametrisera S med
ortsvektorn r(z,y) =& +y g+ (2 — 2x — 2y) 2 déir (x,y) € D. Observera att I' &r randen till
ytan S. Standardrdkningar ger

VxA=3a"+y")2 r,xr,=28+2j+ 2.
Stokes Sats ger nu
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=x=—=1+pcoso, y=—1+psing, 0<p<2, 0< ¢ < 27|
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4.) Om A ir ett potentialfilt sa finns det en funktion ®(z,y, z) med A = V& och da maste
V x A =0. Vi har

VxA=(fiy,z)—22) 5+ (fyly,2) = 1) 2
och Vx A =0da f, =2, fl =2z Den forsta ekvationen ger f(y,2) =y +g(2) och insittning

i den andra ekvationen ger ¢'(z) = 2z vilket ger g(z) = 2* +C dir C ir en godtycklig konstant.
Saledes har vi

f(y,z):2y+z2+C

och da ar



A=y +2y+22+C) i+ (2* + 29z + 20+ 2)§ + (v* + 222 +y) 2.
Om A = V& da har vi

O, =2y+y+22+C, O =2"+2z+22+z O =y +2z+y.

Den sista ekvationen ger

® =z + 2y +a2® + H(x,y).
Insédttning i den andra ekvationen ger
H, =1+ 2z
vilket ger

H(z,y) = 2y + 2zy + G(x).

och vi har da

O = 29 + 2y + x2* + 2%y + 20y + G(x).
Inséttning av denna ekvation i ® = 2zy-+y+2°+C ger G'(z) = C och detta ger G(x) = Cx+D.
Vi har da att potentialen till A &r
O =z +2y+a +2°y+2ry+Cax+ D

dar C, D ar godtyckliga konstanter.
Kurvan I' har &ndpunkterna i (1,0,1) och (—1,0,—1) och vi har da

/A ~dr = ®(~1,0,—1) — &(1,0,1) = —2(1 + C)
r
(alternativt: 2(1 4+ C'), om kurvan gernomlops i den motsatta riktningen).

5.) En standardriikning ger V x A = 0 i alla punkter dir p # 0. Sitt I'y : 2+ =1, 2 =0
och lat S vara den yta som har I' + I'; som rand (och som inte skiir z-axeln). V x A = 0 pa
ytan S. Med hjilp av Stokes’ Sats far vi da att

/A-dr: A -dr
r I

dér bada kurvorna genomlops moturs sett fran punkten (0,0, 17).
Kurvan I'; parametriseras av ortsvektorn r(¢) = p (i cylinderkoordinater) med 0 < ¢ < 27.
Vi har nu
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6.) Losning 1: En standardrékning ger V - A = 0 i alla punkter déar p # 0.

Lat S beteckna ytan x2+y2—22 =3, 0<z<1 Séatt Ly 1 1< x2+y2 <3, z=0,
Ly:1<a®+9y* <4, z=1samt C: 2> +y* =1, 0 < 2 < 1. Om V &r den kropp som avgrinsas
avS+Li+Ly+CdadrV-A=0iV och A & C! inom V och i en omgivningav V. Enligt

Gauss’ Sats har vi da
// A-ﬁdS:// V- -AdV =0.
S+Li+Lo+C \%4
Det sokta flodet ar da

@z//A-ﬁdS:—/ A-ﬂleLl—/ A-ﬁLQdLg—//A-ﬁch'
S Ly Lo c

dér alla normaler pekar ut ur V.
Pa L, &rny,, = —2och z=0o0ch da dar A-n;, =0.
Pa Ly 4r ny, = 2 och z = 1 vilket ger
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Pa C ar p = /22 + y? = 1. Ortsvektorn for punkter pa C &r r(¢, 2) = p+2 2 med (¢, z) € D

dir D:0< ¢ <27, 0< 2z <1. Vifar da att r:b X 1., = p som pekar bort fran z-axeln och vi
ser da att ng = —p, som pekar ut ur V. Av detta erhaller vi att

//(JA'ﬁCdC:—//DA(I‘(W)%(r;Xr;)d(pdz
= [ ([To+=2pa0) a:

= —27.

Det sokta flodet ar nu
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=T.
Losning 2: Parametrisera ytan S genom ortsvektorn

r(¢,2) =V22+3p+ 22

Ytans ekvation dr 22 + y* — 2% = 3 och i cylinder koordinater har vi p* — 2% = 3, vilket ger
p = Vz2+ 3 eftersom p > 0 alltid. Inséttning av detta i ortsvektorn i cylinderkoordinater
r = pp+ zZz ger den ovanndmnda ortsvektorn for punkter pa S.
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En enkel (standard)rikning ger
vy X1, =V224+3p— 22
som pekar bort fran z-axeln. Satt D : 0 < ¢ < 2w, 0 < z < 1. Pa S har vi

1 z

Alr(9,2) = o5+ 213y

D& har vi
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= [z =V3tanl, —7/2 < 0 < 71/2; dz = V3(1 + tan® 0)dh]
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