TATAA44 Lésningar 7/1/2017.

1.) Beteckna med S ytan z = v/22 + y?, z < 1 och sétt D : z? 4+ y* < 1. Parametrisera S med
ortsvektorn r(x,y) = x & +yy + /22 + y? 2 med (z,y) € D. En standardrikning ger

av vilket det foljer att

Vi har da

//SxQdkS':// a? vl x 1| dady
—\/_//x dxdy

=[x =pcosp, y=psing, p<1, 0<¢ < 27]
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2.) En standardrikning ger V- A = 22 +¢*> +32% Sitt S : 2z = 22 + 9% 0 < z < 1 och
Sy :a? 4+ y* <1, 2= 1. Da har vi enligt Gauss’ Sats att

/ A-fldS:// V-AdV
S+51 \%4

dir V &ar den kropp som S + S; omsluter. Observera att i Gauss’ Sats pekar alla normaler
ut ur kroppen och i synnerhet blir n- 2 < 0 pa S. Villkoret n - Z < 0 avser endast normalen
till ytan S och inte S;. Normalen till S; &r n; = 2 (och inget annat) eftersom den pekar ut ur
kroppen V. Omradet V ges av olikheterna 22 +¢* <1, 2? +1y? < 2z < 1.

Det sokta flodet ar da

//A-ﬁdS:///V-AdV—/ A -ndS;.
S 1% S1

Pa S; dr n; = 2 och A - n; = 2% + ¢ vilket ger

/ A -n,dS; = // (2% + v?) dxdy
S1 r2+y2<1

= [z =pcosd, y=psing, p<1,0<¢< 2
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Vidare har vi

///V AdV = //$2+y2<1 (/my (22 + 42 + 32 )dz) dudy

—// [1+2°+ 9> — (2* +y°) — (2 + y°)*] dwdy
x24+9y2<1

=[r=pcosp, y=psing, p<1, 0< ¢ < 27

Z/O1 </02ﬁ[p+p3—p5—p7]d¢) d

1

=27T/ [o+ 0" —p° = p"ldp
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Av detta foljer att det sokta flodet &r

//A~ﬁdS:///V~AdV—/ A -n;dS;
s 1% S
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3.) Lat S beteckna ytan z = 4 — (z* + %), 2,5,z > 0 och siitt D : 2> +¢y*> < 4, 2,y > 0.

Parametrisera S med ortsvektorn r(z,y) = 22 +y ¢+ (4 — 2° —y?) 2 déir (x,y) € D. Observera

att ' dr randen till ytan S. Standardrdkningar ger

VXxA=zi—-yj+2r+y)z r,xr,=22i+2y+ 2
Stokes Sats ger nu



/FA-dr:/ (V x A)-hdS

/ V x A(r(z,y)) - (x), x 1)) dedy

_2// 2? — ) + 2 + y] dody

=[x =pcosp, y=psing, 0<p<2, 0< ¢ <7/2]

2 /2
— 2/ (/ [p?(cos? ¢ — sin® @) + p(cos ¢ + sin ¢)] d(b) pdp
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4.) Observera att vi har i cylinderkoordinater
/ 1 / /
Vo =9, + -9, + 9,
p
och vi har da
/ 1 / /
p

om ®(p, ¢, z) &r en potential till A. Detta ger ekvationssystemet

P =2pcos’ p+ zsing, P, =pzcosg — (p° 4 2°)sin2¢, P, = 2zcos’ P+ psin ¢.

Av den forsta ekvationen erhaller vi

® = p?cos® ¢ + pzsind + g(¢, 2).

Insdttning av detta i andra differentialekvationen ger

gy = —2°sin2¢ = —2z%sin ¢ cos ¢

vilket i sin tur ger

9(6,2) = 22 cos’ ¢ + h(2)

och da har vi

D(p* + 2°) cos® ¢ + pzsin ¢ + h(z).



Inséttning av detta i den sista differentialekvationen ger h'(z) = 0 och da &r h(z) = C, en
konstant. Saledes har vi

O (p* + 2%) cos® ¢ + pzsing + C
dar C ar en godtycklig konstant.

5.) I cylinderkoordinater skrivas A som

11
A=>)p+-9
PP

och en standardrikning ger V x A = 01 alla punkter diir p # 0. Lat I'; vara kurvan 2% + % =
1, 2 =0 och S vara den yta som har z-axeln som symmetriaxeln och vars rand utgérs av kurvan
' + I';. Med hjalp av Stokes” Sats erhaller vi att

/A-dr:/ A dr
r i)

ddr bada kurvorna genomléps i samma riktning. Detta medfor att I'; genomléps moturs i xy-
planet. Parametrisera I'; med ortsvektorn

r(¢)=p, ¢:0—2m.
Observera att r'(¢) = ¢. Vi har da

=27
6.) I cylinderkoordinater ar vektorfaltet
1 . z
== ?p + E,O.

Ytan ar obegransad. Parametrisera ytan genom ortsvektorn

r(p, ) =pp+(2—p)2
med (p,¢) € Ddéar D:0<p<oo, 0<¢ <27 Vihar da
¥, XYy =pp+pZ.
Det sokta flodet ar da



//A-ndS //A r(p,9)) - (v, X 17) dpde
S
—27r/ —dp
0 P

= 27 lim —dp+ 2m hm / —dp

64)0.0_ €

12
=47 + 27 lim —dp
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Denna integral existerar inte.

Svar: Flodesintegralen existerar inte.



