TATA44 Lésningar 24/8/2016.

Observera att 16sningarna i denna facit ar forslag till 16sningsgangar med standardmetoder
som utgangspunkt. Det kan finnas andra losningsgangar som &r lika legitima men som inte tas
upp hér. Under rattningen tar jag stillning till ALLA de 16sningsforslag som ni skriver, &dven
om de inte anvinder sig av de metoder som jag gor.

1.) Ytorna z = 3 — 2* — y? och 27 + 2y + z = 1 skiir varandra da 3 — 2% —9*> =1 — 22 — 2y
vilket ger (x — 1)® + (y — 1)? = 4. Séitt D : 0 < (v —1)* + (y — 1)®> < 4. Var yta S iir den del
av z = 3 — a2 — y? for vilken (z,y) € D.

Parametrisera ytan S genom ortsvektorn r(z,y) = x4 +y ¢ + (3 — 2> — y*) 2, (v,y) € D.
Vihar vl xrl, = (& —222) X (§ — 2y 2) =22 % + 2y § + 2. Den sokta arean ar da

A= [[as

:/ v, x )| do dy
D

://D VA T ) + Lda dy

2.) Observera att V- A = 142+ och att A ir C' dverallt. Sitt S: 2z =1—+/22+y22 >0
och Sy : 2 =0, 22 +y* < 1. Vidare lat V beteckna den kropp som avgrinsas av ytorna S, S;.
Da definieras V' genom olikheterna 0 < z < 1 — /22 + 42, 2% +y* < 1. Enligt Gauss’ Sats har

V1
/ A-fldS:///V-AdV
S+51 \%

dér enhetsnormalen n pekar ut ur V. Saledes ar det sokta flodet

//A-ﬁdS:///V-AdV—/ A -ndS;.
S \4 St

FéI‘Sl iirﬁlz—é'och
/ A - hydS 1//dd T
cIao = —¢ ray = —¢
S 5J /s, 5

eftersom z = 0 pa Sy och S; ar enhetscirkelskivan. Saledes &r

//A-ﬁdS:// V.-AdV + T
S 1% 5

Vi har nu



// V-AdV:///(1+x2+y2)dmdydz
\%4
mz—l—y
// / (1+2* +y*)dz | dady
z2+92<1 0

:// (1422 +y*) (1 — /22 + 52) dady
x24+92<1

=[x =pcos¢, y=psing, 0<p<1, 0< ¢ < 27

- /01 (/0%(1 +p°)(1 - p)pd¢) d

1

—QW/ (p—p"+p° —p")dp
0

137

30

och da erhaller vi att det sokta flodet ar

//A-ﬁdSzlg—ﬂ.
5 30

3.) En standardriikning ger att V x A = (z° + y*) 2. Cylindern 2 + y* = 2z kan skrivas som
r? — 22 +y* = 0 som ger, efter kvadratkomplettering, (z — 1)*> + 5 = 1. Kurvan I' #r randen
till ytan S: 2 =2 —2? —y? med (v —1)*+y* < 1. Séitt D : (v — 1)® + y+> < 1. Parametrisera
S med ortsvektorn r(x,y) = 22 +y 9 + (2 — 2> — 9*) 2 med (z,y) € D. En enkel rikning ger
r, X r, =21 + 2y + 2. Enligt Stokes sats har vi nu att

/A-dr:/ (V x A) - 2dS
r S

= /D(V X A(r(z,y)) - (), x 1)) dedy

= //((372—1—3/2)2) -(2x T+ 2y Y+ 2)dedy

// 2+ y?) dody

=[x=1+pcoso, y=psing, 0<p<1,0<¢ <27

1 27
:/ (/ (1+p2+2p008¢)ﬂd¢> dp
0 0

1

=27r/ (p+p°)dp
0

_37T
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4.) A ir ett potentialfilt endast om A = V& for nagon funktion ®(x,y,z). Da maste vi
ha V x A = 0 som ger (efter en standard rdkning) f'(z) = 4z, ¢'(z) = 2z och d& ar
f(z) =222 + O, g(2) = 2>+ D med C, D godtyckliga konstanter. Med A = V& har vi nu
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O =day+32°+ 22+ D, P, =22"+2z+C, ¥, =y’ +22z+2z

Ekvationen
O =dxy+32°+2°+ D
ger

® = 22%y + 2 + 22> + Dx + F(y, 2).

Insittning av detta i

@;:2x2+2yz—|—0

ger
Fyy,z) =2yz+C
vilket ger F(y,2) = y*z + Cy + G(2) och da &r

O =22%y + 2° + 22° + Dz + 2+ Cy + G(2).
Insdttning av detta uttryck i

O = 9?4+ 222+ 22
ger G'(2) = 2z och da #r G(z) = 2* + E och vi erhaller

=2+’ +al+ 2+ + D+ Cy+ E
dar C, D, FE ar godtyckliga konstanter.

5.) Observera att A kan skrivas som

A y+1 . x .
= T — .
T yr T 2y (yre’
Med
Py = 52 Q) -
T,Y) = 5, T,Y) =
VTR gy ’ x?+ (y+1)°

erhaller vi P; — Q, = 0 i alla punkter (z,y) # (0,—1). Lat I'y vara kurvan 2* + (y +1)* = 1
och D vara omradet mellan kurvorna I' och I';. Inom D #r A ett C'-vektorfilt. Enligt Greens
formel har vi da

A dr://[Q’m—P;]dxdy:()
r'+I'q D

vilket ger nu att

/A-dr: A . dr
r Iy

dar bada kurvorna genomléps moturs i zy-planet. Parametrisera I'y med ortsvektorn r(¢) =
cosp T + (sing — 1)y (d& har vi satt o = cos @, y = —1 + sin¢) med ¢ : 0 — 27 och vi far
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/A~dr: A - dr
T Iy
27

= [ Alx(9))-r'(¢)do

0

2w
:/ (sing @ —cosdy) - (—singpz + cospy) do
0

[T

= 2.

6.) Lésning 1: En standard ritkning ger V- A = 0 i alla punter dir 2 + 3 # 0.

Lat S vara ytan 2% 4+ 4> — 22, 0 < 2 < V5 och C, L vara ytorna C : 22 +¢*> =4, L:4<
22+ 4% <9, z = /5. Vidare lat V vara den kropp som avgriinsas av S + C + L. Inom V har
A inga singulariteter och dir rader V- A = 0 samt att A #r ett C'-vektorfilt i ett omrade av
V. Enligt Gauss” Sats har vi da

J[ asas= [[] v aav—o
S+C+L v

dér alla normaler till delytorna pekar ut ur V. Av detta erhaller vi

//A~ﬁdS://A-ﬁCdC—//A'ﬁLdL
S c L

ddr ne nu pekar bort fran z-axeln (och dirmed ut ur C) och n; = Z. L parametriseras av
ortsvektorn r(x,y) =2 +yy + V5 2 med (r,y) €D, D:4<2*+¢y*><9. Daéir

5t dxdy
A-n dL:——//—
//L - 2)Jp /2% + 2

[z =pcos¢, y=psing, 2<p<9,0< ¢ < 2n)
5 3 2T

=—3 d¢) dp
AV

= —5.

Ytan C' parametriseras av ortsvektorn r(¢,z) = 2p+ 22 med (¢,2) € Ediar £ : 0 < ¢ <
2, 0< 2z < V/5. Observera att

Ty XTI, =2pX2=2p

och pa C ar

2
A(r(p,2)=2zp— T z.

Da har vi



//Anch’ //A (), x rl)dé dz
://E<z/3—%2)-(2p)d¢dz
:2/0\/5</02ﬂzd¢)dz

= 107

och det sokta flodet ar da

//A-ﬁdS://A~ﬁch—//A~ﬁLdL
s c L

= 15m.

Losning 2: I cylinderkoordinater har vi

och ytan parametriseras av ortsvektorn

Q) =pp+p*—4z

med (p,¢) € Doch D:2<p<3, 0<¢ <27 Observera att pa ytan har vi

A(r(p,¢)) =Vp*—4p— -9,

Vidare ar

%\>
SN—

r;<p,¢>xr;<p,¢>:< ﬁ) (v
= *p

Denna vektor pekar in mot z-axeln eftersom p-komponenten ar negativ. Det sokta flédet dr da

N>



://D( p2—4,ﬁ—(p22—;4)2>’<\/%ﬁ_p2> dpdg

Integralerna i denna andra l6sning borde vél (i den matematiska stringhetens namn) skrivas
som generaliserade integraler eftersom de innehaller termen

0

N

som inte dr definierad i p = 2. Men den singuldra termen i detta uttryck “mulitpliceras bort néar
man integrerar A - (r), x r/) och da kan man (vilvilligt) bortse fran generaliserade integraler.
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