TATA44 Lésningar 8/1/2016.

1.) Infor cylinderkoordinater p, ¢, z. Ytorna z =3 — /22 +y?> =3 —poch z = 1+ /22 + y2 =
1+ p skir varandrada 3—p=1+pvilket ger p=1.Satt D: 0 < p <1, 0 < ¢ < 2m. Var yta
S ar den del av z = 3 — p for vilken (p, ¢) € D.

Parametrisera ytan S genom ortsvektorn r(p,¢) = pp+ (3 —p)2, (p,¢) € D. Vi har
v, X1y =(p—pZ) X (pp) = pp+pz. Den sokta arean ir da
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= Vor.

2.) Observera att V - A = 4 och att A &r C' verallt. Sitt S : 2 =1 — 22 —y* 2 > 0 och
Sy iz =0, 22 +4* < 1. Vidare 1at V beteckna den kropp som avgrinsas av ytorna S,S;. Da
definieras V' genom olikheterna 0 < z < 1 — 2® — 3, 2% +3* < 1. Enligt Gauss’ Sats har vi

//SJFSIA'ﬁdS:///VV-AdV

dér enhetsnormalen n pekar ut ur V. Saledes dr det sdkta flodet

//A-fldS:// V-AdV—/ A -ndS;.
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eftersom z = 0 pa S; och S; ar enhetscirkelskivan. Saledes &r

//SA~f1dS—///VV-AdV—|—7r.

For S; &r ny = —2 och

Vi har nu



// V~AdV:4/// drdydz
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= [r=pcosd, y=psing, 0<p<1,0< ¢ < 2]
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och da erhaller vi att det sokta flodet ar

/ A -ndS = 3.
s

3.) En standardrikning ger att V x A = 3% + xy + 2y 2. Kurvan T' dr randen till ytan S :
20 +2+2 =1, 2 > 2?2 + > Ytorna 2¢ + 2y + 2z = 1 och z = 22 + y? skiir varandra da
2 +y® + 2+ 2y = 1 vilket ger (z+ 1)+ (y+1)> =3. Sétt D : (x+1)*+ (y+1)* < 3.
Parametrisera S med ortsvektorn r(z,y) =z 2 +yy+ (1 — 22 —2y) 2 med (z,y) € D. En enkel
rikning ger r), X r;, = 2% + 27 + 2. Enligt Stokes sats har vi nu att

/A-dr:/ (V x A) - hdS
T S

= / D(V X A(r(z,y)) - (v, x r}) dedy
://(3:%+xg+2y2)~(2:&+2g+2)dxdy

// 6 + 2z + 2y) dzdy

=u=z+4+1,v=y+1]

= // (2u 4 2v + 2) dudv ~ dir omradet E definieras som FE : u® +v* < 3
E

:2//dudv
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= 6.

V3 3—02
Observera att // u dudv = // v dudv = 0 eftersom // ududy = / / udu | dv =
E E E -3 —V/3—02

0 och en liknande rdkning visar att / / vdudv = 0.
E



4.) A dr ett potentialfélt endast om A = V& for nagon funktion ®(r, 0, ¢). D4 maste vi ha

®! = 2rsin 20 cos p+asinfsin g, D, = (b+1)r? cos 26 cos ¢+ cos 0 sin ¢, Py = cr? sin @ cos 0 sin ¢+ sin 6 ¢

For att en 16sning till detta system av partiella differentialequationer ska existera maste dven
"

o = ®p, och &, = @7 . Detta ger (efter lite arbete) a = 1,b = 1,¢ = —2 och ekvationssyste-
met blir da

®' = 2rsin 260 cos ¢ + sin 0 sin ¢
®)) = 2r% cos 20 cos ¢ + r cos O sin ¢

P!, = —r?sin 20sin ¢ + r sin 0 cos ¢
Ekvationen

O’ = 2rsin 26 cos ¢ + sin O sin ¢

ger ® = r%sin 26 cos ¢ + rsinfsin ¢ + g(0, ¢).
Insdttning av detta i

®) = 2r? cos 20 cos ¢ + r cos 0 sin ¢

ger gp = 0 och inséttning i

Dy = —7?sin 26 sin ¢ + rsin 6 cos ¢
ger g; = 0 Saledes erhaller vi
® = r?sin 260 cos ¢ + rsinfsin ¢ + C

dar C' ar en godtycklig konstant.

5.) Observera att A kan skrivas som A = A; + Ay med

Al=zx2+yy
och
A T «
Ar = 32 —gl/— 2y2$ 32+ 2y2y'
Vi har A, = V <I2 +y2) och da &r /A1 ~dr = 0 eftersom A; ar ett C'-vektorfilt med
r
2 g2

potential

En standardrikning ger

VXAQZO

i alla punkter dir (z,y) # (0,0). Lat I'; vara kurvan 32° 4+ 2y* = 1, z = 0. Kurvan I'+I'; utgér
randen till en yta S med S : 2% + y? > 1, 32% 4+ 2y*> < 1, z = 0. Enligt Stokes Sats har vi



Ag-dr://(VXAg)-ﬁdS:O
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och av detta foljer att

/Ag'dr: AQ'dI’
T I't

ddr T' och T’y genomléps i samma positiva riktning (moturs: observera att S ska ligga till
vanster om genomlopningsriktningen for att Stokes’ Sats ska gilla; hiar kan man vélja moturs
for I'y vilket innebér att I' genomléps medurs). Pa I'y &r p = 1,. Vi parametriserar I'; genom
ortsvektorn

cos¢ . sing .

\/§x+\/§y

r(¢) =

med ¢ : 0 <— 7. Vi far nu
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Saledes har vi

™

/FA-dr:/F[AlJrAQ]-dr:—%.

6.) Vektorfiltet kan skrivas i cylinderkoordinater som

1 . .

A= 2—p2[pp—|—2,zz].
Ytan ges nu genom ekvationen S :z =3 —p* 1< p< V3, 0 < ¢ < 27 och vi parametriserar
S genom ortsvektorn r(p,¢) = pp+ (3 — )2, (p,p) e Ddar D:1<p<+3,0<¢<2r Vi
har x/, x v/, = (p — 2p2) X (p§) = 2p° p + p 2. Enhetsnormalen f ska riktas bort fran z-axeln.
Vi har
r xr
am ettt
|rp X r¢>‘
och kravet att flodet ska vara riktat bort fran z-axeln medfér att vi maste ha
r xr!
A ¢
h=_— ;
‘rp X r¢|

eftersom r/, X ¥y = 2p° p 4 p 2 har positiv p-komponent. Det sokta flodet dr da



//A fdS = //A () x xy) dpdo
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=37 1n3.



