TATA44 Lésningar 10/1/2015.

1.) Infor cylinderkoordinater (p, ¢, z). Sfiren har ekvationen p? + (z+41)? = 5 och paraboloiden
har ekvationen z = p?. Dessa tva ytor skir varandra da z+ (z+1)? = 5 vilket ger 22 +32—4 = 0
som kan skrivas som (z +4)(z — 1) = 0 och da z > 0 pa paraboloiden sa maste ytorna skéra

varandra da z = 1. Vi sdker arean av S : z = p*, 0 < p < 1 och vi parametriserar S genom
ortsvektorn r(p,¢) = pp+ p> 2 med (p,¢) € Ddir D:0<p <1, 0< ¢ < 2. Vi har

v, xry=(p+2p2) x (po)
= =20 p+pZ.

Arean av S ar nu
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2.) Observera att V- A = 3 och att A &r C! dverallt. Sitt S : 2> + > +2° =1, 2,9,2 <0
ochS1:2=0, 224> <1,2,y<0 So:y=0, 224+22<1,2,2<0 S3:2=0, 22+y><
1,y,2 < 0 . Vidare 1at V beteckna den kropp som avgriansas av ytorna S,S7,5,S3. Enligt

Gauss’ Sats har vi
// A-ﬂdS:///V-AdV
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dér enhetsnormalen n pekar ut ur V. Saledes ar
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For S; &r ny = 2 och
/ A -1nydS, = // 2(2* + ) dedy = 0
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eftersom z = 0 pa S;. Pa samma sétt far vi att



/ A -1NydS; = — // y(2® + 2%) dxdy = 0, / A -n3dS; = // 22x drdy =0
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eftersom ny, = y och ng = & och y =0 pa Sy, x = 0 pa Ss.

Saledes ar
//A-ﬁdS:///V-AdV.
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V' beskrivs i sfiriska koordinater (r,6,¢) som 0 <r <1, 7/2 <0 <7, 7 < ¢ < 37/2 och vi
har y = rsin ¢ sin @ i sfiriska koordinater. Vi har nu
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Vi har
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Vi erhaller nu att det soékta flodet ar
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3.) En standardrikning ger att V x A = 3(z* + y*) 2. Kurvan T' &r randen till ytan S :
22+ 9y + 22 =1, 2,9,z <0. Enligt Stokes sats har vi nu att

/FA-dr://S(VxA)-ﬁdS

dér normalen n till S pekar i samma riktning som ¥ da I' genomlops fran punkten (1,0, 0) till
(0,1,0) och sedan till (0,0,1) och till slut till (1,0,0) . Parametrisera S genom ortsvektorn
r(0,¢) =t med (,¢) € D dir D : 0 < 6,¢ < m/2. Observera att ry x rjy = sinft och att
V x A =3(2* +y*) 2 =3sin?0 2. Vi har nu
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4.) Standardrikningar med A = V® ger

O(z,y,2) = 2°yz + oy’z + ayz® + C

dar C' dr en godtycklig konstant.

Planet z—y = 0 skiir 22 +y*+ 2% = 6 lings kurvan 222+ 2? = 6 med z,y, z > 0. Startpunkten
irz = 0, 22° = 6,2 = y i zy-planet och da &r startpunkten (\/g, V/3,0. Slutpunkten &r (0,0, \/6)
Eftersom A = V& sa har vi att

/A-dr:q>(o,0,\/6)—q>(\/§,¢§,0) = 0.

5.) En standardrikning ger

VxA=0

i alla punkter dir z? 4+ ¢ # 0. Lat T'; vara kurvan 2 + 4% = 1, 2 = 0. Kurvan I + I'; utgér
randen till en yta S pa cylindern. Enligt Stokes Sats har vi
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I'+I'y S

och av detta foljer att
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dér T' och T';y genoml6ps i samma positiva riktning (moturs: observera att S ska ligga till
vinster om genomlopningsriktningen for att Stokes’ Sats ska gélla; hir kan man vélja moturs
for Ty vilket innebér att T' genomléps medurs). Pa T'y dr p = 1. Vi parametriserar I'; gernom
ortsvektorn r(¢) = p med 0 < ¢ < 2r. Obervera att r'(¢) = ¢. Vi har



2T
= [ ¢-¢do
0
= 2.
Saledes har vi
A - dr =2m.
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6.) Vektorfiltet kan skrivas som
L.
A = T—2]I'

i sfiriska koordinater (r, 6, ¢). En standardrékning ger V- A = 0 i alla punkter dar r # 0. Satt
S:a?4+2y°+322=1, 2>00ch Sy : 22+ 9> +2°=1, 2> 0samt Sy : 1 < 22 4+2¢%, 22 +¢y* <
1, z = 0. Lat nu V beteckna det omrade som omslutas av S + S + Sz (observera att S ligger
innanfér Sy). IV giller V- A = 0 och A #r C' inom V och pa dess rand S + S; + S,. Enligt

Gauss’ Sats har vi
// A-ﬁdS:///V-AdV:()
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dir n pekar ut ur V. Av detta foljer att
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ty np = —Z och da &r A -ny = —— =0ty z =0 pa Sz. Vi erhaller nu
r

//A-ﬁdS:/ A -n;dS;
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ddr bade n och n; pekar bort fran origo. Pa S; 4r r = 1 och da & A = r. Parametrisera
S1 med ortsvektorn r(0,¢) = r déir (6,¢) € Doch D : 0 <0 <7/2, 0 < ¢ < 2m. Vi har
ry X r)y = sinf . Det sokta flodet dr nu

Vi har
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= 2.



