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Varje uppgift kan ge 0, 1, 2 eller 3 podng. En uppgift rdknas som godkénd om den bedémts med minst
2 podng. For betyget n, n = 3,4, 5, krivs 3n — 1 poéng och n godkénda uppgifter.

Tillatet hjalpmedel: Formelbladet i vektoranalys. Ingen riknedosa tillaten.

Losningar till tentamen aterfinns efter skrivtidens slut pa kursens hemsidor.

1. Beriikna arean av den del av sfiren 2° + y* + (2 — 1)? = 1 som ir innanfor sfiren 2* + y* +
(z —3)* =3.

2. Berikna flodet av vektorfiltet A = 2%x@ + 3§ + 22222 ut genom ytan 222 + 3y? + 2° = 1 da

z > 0. Normalen pekar bort fran origo. Motivera noga.

3. Berdkna kurvintegralen / A . dr dar
r

A(r,0,¢) = 3r?sin® cos ¢ 7 + r? sin 260 cos ¢ 0 — r?sin 0 sin oo

och T &r skéirningskurvan mellan planet z+y = 0 och ytan 22+2y°+32> = 9med z < 0, y, 2 > 0.
Orientering ar moturs sett fran punkten (1,1,0) av rattan Robert nér han tittar upp mot
punkten (0,0, v/3).

4. Bestam konstanterna a, b sa att vektorfiltet

Ap,d,2) = (a+1)pz*sin® ¢ p+ (b + 3)pz?sin2¢ ¢ + 2p*zsin® ¢ 2

har en potential och beridkna da alla potentialer till A.

5. Berdkna kurvintegralen / A - dr dar
r

A

A(z,y) = {x + y

y - x
— I’ _——————
322 + 2y? Y732 10
och T' &r kurvan 52% + 6y = 50 i zy-planet. Kurvan genomlops moturs.

6. Berakna flodet av vektorfaltet

A(I7y,2): - T+ J y — : 2

enom ytan 22 + 2y% = 22 + 2, 0 < z < V2, bort fran z-axeln.
g Yy Y




TATA44 Loésningar 31/10/2013.

1.) Lésning 1: Sfiren 2*+5°+(2—1)? = 1 skiir sfiren 2°+9°+(2—3)* = 3da (2—3)*—(2—1)* =
2 och enkla rikningar ger nu z = 3/2. Vi soker arean av S : 22+ + (2 —1)? =1, 3/2 < 2 < 2
och vi parametriserar S genom ortsvektorn r(p,¢) = pp+ (1 + /1 — p?) 2 med (p, ) € D déar
D:0<p<+3/2, 0< ¢ <2 (observera att p = v/3/2 da z = 3/2 och p =0 da z = 2). Vi
har

|
>
+

e
N>

Arean av S ir nu

Losning 2: Sfiren 22 +y°+(2—1)? = 1 skiir sfiren 2°+ 3>+ (2—3)> = 3da (2 —3)*— (2 —1)* = 2
och enkla riikningar ger nu z = 3/2. Vi soker arean av S : 2* +y* + (2 —1)*=1,3/2 < 2 <2
och vi parametriserar S genom ortsvektorn
r(,¢) =cos¢sinfz +singsinfdy + (1 + cosf) z2 =sinb p+ (1 4 cosh) z.
Nér z = 3/2 da &r cosf = 1/2 ty z = 1 + cosf. Vidare ir 2 + y* = 3/4 vilket medfor att
p = Va2+y? = sinf = V3/2, och da maste # = 7/3 da z = 3/2. Da &ar (,¢) € D dir
D:0<0<7/3,0<¢ <27 Vihar
ry X Ty = (cosf p —sinf 2) x (sinf ¢) = sin®6 p + sin 6 cos 2,

och vi erhéaller



s
://D ) x 1/, |d0dg
://Dsin9d9d¢

w/3
= 27r/ sin 0 df
0

= T.

2.) En standardriikning ger att V- A = 22% + 3y? + 2. Ligg till ytan S : 222 +3y> < 1, 2 = 0.
Ytorna S 4 S; avgriansar en kropp V : 222 4+ 3y* + 22 < 1, 2 > 0. Flodet av A ut ur V genom
S ar
Dy :/ A -ndS
S

Enligt Gauss’ Sats har vi

/ A - ndS = / / / (22 4 3y? + 22)dxdydz.
S+51 1%

Pa S; dr 2 =0 och i = —% och da dr A - 7 = 2222 = 0 pa Sy, vilket nu ger att

b, = / A -ndS

/// (222 + 3y* + 2?)dxdydz

cosgsing, y=—=singsing, z=rcosf, 0<r <1, 0<0<7/2, 0< ¢ <2r

‘[ 7 Ve
f/ (/ ([ Tsmm)de)dr

5\/_
/6
15

3.)L6sning 1: En standardkalkyl (i sfiariska koordinater) ger

1 r ro rsin 6 qu
V x A= Zand 0, Oy Oy = 0.
TESIE 312 6in2 6 cos ¢ 13sin2fcos¢ —r3sin®fsin ¢

(Man maste ta hénsyn till skalfaktorerna i férsta och tredje raderna! Se formelbladet.) Da &r
A ett potentialfilt med A = V®(r, 6, ¢). Observera att



0P 109 - 1 09 -

A=Lr 2Py, - 9%
o a0’ T rsmoao?
Vi har da foljande ekvationssystemet:
@' = 3r’sinfcosp, P}, =1r>sin 20 cos ¢, Py = —r3sin? f sin ¢.

Ekvationen ®, = 3r?sin®6@cos¢ ger ® = r’sin®6fcos ¢ + g(0, ¢) dir g(0, $) &r en godtycklig
C'-funktion. Insittning av detta uttryck for ® i ekvationen ®), = r*sin 26 cos ¢ ger g, = 0, och
insdttning av samma uttryck for & i @; = —r3sin?fsin ¢ ger g; = 0. Saledes dr g = C', en
godtycklig konstant och vi har da

®(r,0,¢) =r’*sin®*fcos ¢ + C.

Planet x+y = 0 skiir 2% +2y%>+ 32 = 91 cirkeln 22+ 2% = 3, y = —x. Eftersom x < 0 medan
Y,z > 0 och kurvan genoml6ps moturs sett fran (1,1,0), sa ar startpunkten (—v/3,v/3,0) i zy-
planet och slutpunkten &r (0,0, \/§) pa z-axeln. Oversatt till sfiriska koordinater, startpunkten
dr (r,0,¢) = (V6,7/2,31/4) och slutpunkten &r (r,6,¢) = (v/3,0,37/4) Da A = V®, far vi
att

/A -dr = ®(+/3,0,31/4) — ®(V6,7/2,31/4) = 6/3.
r
Losning 2: A &r ett potentialfalt om det finns ®(r, 0, ¢) med A = V. Da giller att

100, 1 0%,
- or r 00 rsinf d¢ =

Vi har da féljande ekvationssystemet:

P =3r’sin*fcos¢, Py =r’sin20cosg, P, = —r’sin®fsing,

T

U P "o g M "o M
som &r losbart eftersom @, = @y, ¢, = P
Resten av 16sningen dr som i Losning 1.

®p, = Py Saledes dr A ett potentialfilt.

4.) Losning 1: Om A &r ett potentialfilt da ska A = V® for nagon funktion @ i det omrade
dir A ar definierat. En potential finns da om V x A = 0 i detta omrade. Ekvationen

~
~ ~

] p p 2
VxA=- 0, D 0, =0
Plla+1)p22sin? ¢ (b+3)p*2%sin2¢ 2p*zsin® ¢

ger o0ss systemet

(b+2)pzsin2¢ =0, (a—1)pzsin®¢ =0, (2b—a+5)z*sin2¢ = 0.

Dessa ekvationer ska halla i ett omrade, vilket ger nu

For dessa viarden ar

A =2p2%sin? ¢ p + pzPsin2¢ gg +2p%zsin? ¢ 2.



D& har vi A = V®. Observera att

0o 109 - 8@
A= —/7 ——¢¢

och da erhaller vi ekvationssystemet

P =2pz2%sin’ ¢, Pl = p’2?sin2¢, P, = 2p’zsin’ §.
Ekvationen ®/, = 2pz” sin® ¢ ger ® = p*2”sin” ¢+ g(¢, 2). Insiittning av detta i ), = p*2* sin 2¢

ger gy(¢,z) = 0 och inséittning i & = 2p*zsin® ¢ ger g.(¢, z) =
Vi ser nu att

D(p,¢,z) = p**sin* ¢+ C

dar C ar en godtycklig konstant.
Losning 2: Om A &r ett potentialfilt da ska A = V& for nagon funktion ®(p, ¢, z) i det

omrade dir A ar definierat. Vi har da

0P 109 - 8(1)
A= —P —%fﬁ

och detta ger ekvationssystemet
r_ 2 2 r_ 2.2 I o 22
O, =(a+1)pz"sin" ¢, @)= (b+3)p°2"sin2¢p, &, =2zp~sin”¢.

Detta system har en losning endast om

" "o &N "o gl
<I>¢_<I>¢p, CI) = Y, =D,

zZp?
och detta ger oss systemet

(a+1)pz*sin2¢ = 2(b+3)sin2¢, 2pz(a+1)sin® ¢ = 4pzsin® ¢, (b+3)zp?sin 2¢ = zp*z sin 29,

som skall gélla i ett omrade (6ppen méngd) och da maste a +1 = 2, b+ 3 = 1 vilket ger
a=1,b= —2. Da dr A ett potentialfilt endast for a = 1,0 = —2. Resten av 16sningen ér som
i Losning 1.

5.) Vektorfiltet A kan skrivas som A; + Ay med

3x2 + 2y? 32 + 2y

Alzxi—i—yg), AQZ 2@.

Enligt Greens formel far vi att

/Al-dr:/xd:z:—l—ydy:().
r r

(Ett annat siitt att se detta #ir att konstatera att A, #r ett C’-filt i alla punkter och #r ett

2 + 92 . . ..
5 ). For att behandla [ A, -dr lagger vi till kurvan
r

potentialfilt med potential ®(z,y) =
Iy :32% 4+ 2% = 1. Siitt

T

)
Plz,y) = 5, Qz,y) = REET

3a2 4 292’



Om D ir omradet mellan I" och I'y sa har vi enligt Greens formel

Ay - dr = / P(z,y)dz + Q(x, y)dy
I'+1I'; '+

://D(a@—g—aa—];)da:dyzo.

/A2~dr: AQ'dI‘
T I

Av detta foljer att

dar bade I' och I'y genomlops moturs. Pa I'y ar 322 + 2y2 = 1 och vi kan parametrisera I';

cos¢ . sing . i . sing . coso .
enom ortsvektorn r = T+ med ¢:0—=2r. PATl] ar Ay = — 1 — —
g (®) g ) 1 =75 75 Y

Vit

och vi far
2
Az'dr:/ Agr/(¢)d¢
r 0
T I'sin ¢ cos ¢ 1 { sin ¢ cosgzﬁ}
= T— gl - |- T+ do
/0 {\/5 V3 V3 V2
1 2
- do
V6 Jo
_ Ve
— =
Vi far da
7V 6
A dr=——7—.
r 3

6.) Losning 1: En standardkalkyl ger V - A = 0 i alla punkter dir 2? + 2y* # 0, d.v.s. i
alla punkter forutom pa z-axeln (dar A &r singuldrt). Vi lagger till foljande ytor: cylindern
C:z*+ 2y2 =2 0<z< V2 och skivan L : 2 < z?4 2y2 <4, z= V2. Dessa ytor omsluter
en kropp V inom vilken A #r ett C'-vektorfilt och V - A = 0. Enligt Gauss’ Sats far vi nu att

// A-ﬁdS:///V-AdV:().
S+L+C v

Alla normaler till de enskilda delytorna pekar ut fran V. Vi har da att det sokta flodet ar

@://A.ﬁdsz—//A.ﬁLdL—//A.ﬁCdSC.
S L C

Parametrisera C' med ortsvektorn r(¢,z) = V2cos¢ i +sin ¢ + 2% med (¢,z) € D dir D :
0<op<2m, 0< 2z < V2. Observera att vi da har

¥, X1, = (—\/§sin¢§c+cos¢g)) X 2
= cos i+ V2sin .



Viser att ry X r, pekar ut frin z-axeln och siledes ini V' ty (v, xr’)-p = cos® $+V2sin’ ¢ > 0.

Vi far
//CA.ﬁcdSo = —//DA(r(qu)) (vl x ) dedz

eftersom ng pekar in mot z-axeln. Sedan har vi

//D A(r(¢, 2)) - (r), x r,)dpdz = //D ilj—éb : {\/%O(sjii¢] dbdz

/éd(bd;/_
[ ([ )

= 2\/§7T

2
2

och da erhaller vi

// A - hodSe = —2V/27.
C

Pa skivan L dr normalen n; = Z och z = V2 och da far vi

V2
A -npdL =— // ————duxd
//L - 2<a2ay2<d /22 + 22 i

—[m—rcoscb,y—isincb, V2<r<2,0<¢<2n

V2
:_/;5(/0% gdqs)dr
=—/; (/0%%.726@) dr
AL

= —2m(2 —V/2).

Saledes erhaller vi

CI>://A-f1dS

s

—//A-ﬁcdSc—//A-ﬁLdL
c L

.

=4



Lo6sning 2: En standardkalkyl ger V- A = 01 alla punkter dir 22 +2y* # 0, d.v.s. i alla punkter
forutom pa z-axeln (dir A ir singulirt). Vi ldgger till foljande ytor: cylindern C' : 22 + 2y* =
1, ngg\/i, skivan 57 : 1 < 2% +2y* <2, 2 =0 och skivan Sy : 1 < 2% + 2% < 4, 2 =2,
Dessa ytor omsluter en kropp V inom vilken A #r ett C'-vektorfilt och V - A = 0. Enligt

Gauss’ Sats far vi nu att
// A~ﬁdS:// V-AdV =0.
S+S51+S2+C 1%

Alla normaler till de enskilda delytorna pekar ut fran V. Vi har da att det sdkta flddet ar

:/ A-fldS:—/ A-ﬁldSl—/ A-ﬁgng—/ A -ngdSe.
S S1 Sa C

z

V2 + 2y?

Observera att normalen ny = —2 och da 4r A -n; = —

/ A -n,dS; =0.
St

Parametrisera C' med ortsvektorn r(¢,z) =

= 0 pa S, vilket gor att

sin ¢
V2

U+ zz med (¢,z) € D dar
D:0<¢p<2m 0<2< V2. Observera att vi da har

ry X r, = (—sin¢£+ccj§¢y) X Z
coS @

= T+singy.

V2

cos? ¢

V2

Vi ser att r); x r, pekar ut fran z-axeln och saledes in i V' ty (v}, x r,)-p +sin® ¢ > 0.

Vi far
// A -ngdSe = / A(r(¢,2)) - (ry x rl)dodz

eftersom ng pekar in mot z-axeln. Sedan har vi

Cps¢ oS ¢
//A r¢><r)dgbdz—//D Sf/l; - si\x/?(p dodz
—z 0

-

=27

och da erhaller vi

/ A - hpdSo = —2r
C

Pa skivan S, 4r normalen ny, = 2 och z = V2 och da far vi



V2
A-ﬁdS:—// — V2 dedy
/SQ 2 1<a?+2y2<4 \/ 22 + 29>

= {xzrcosgzﬁ,y:—singzﬁ, 1<r<2,0<¢<2m

2 2w
— A /
1 0

Saledes erhaller vi

<I>:/ A -ndS
S

—/ A-ﬁCdSC—/ A - 1nydS,
c So

= 4.

psin ¢
V2

VvV p? —2 pa ytan, och ortsvektorn for punkter pa ytan ar r(p,¢) = pcosoz +
Vp?2—22 Vihar (p,¢) € Ddir D:vV2<p <2, 0<¢<2r. Vidare

Losning 3: Parametrisera ytan genom att sidtta x = pcos¢, y = och da har vi z =

psing
_|_
7 !

sin cos
A (cos¢i’+ ¢ P P gbA)

\/_ \/7 )x —psinp T + NG Y
p? cos ¢ N p*sin ¢

RO i

@>

Pa ytan har vi

sing p?—2

j—
V2 p

A =cosopz+

Det sokta flodet 4r nu



@z//A-ﬂdS
s

= //D A(r(p,9)) - (ry, x r})dpdp eftersom normalen ska peka bort fran z-axeln

2
p~ cos ¢
cos ¢ _
sin ¢ \/52 {)2—2
p~sin @ dé dp

-1, | |[ave

’ L V2

Enligt Hermites Rotansats (se larobockerna i envariabel analys) sétter vi

/p2_1d—(A + B)\/p? 2+/ K4
N7 p N/ R
Derivering av bade vénster- och hogerled ger nu
2
pe—1 p K
———=A\/p*—2+(Ap+ B +
VP =2 g e )\/p2—2 VE =2

av vilket vi far att
pPP—1=A(p* —2)+(Ap+B)p+ K =24Ap*> + Bp+ K — 2A
och nu ser vi att A =1/2, B= K =0 och vi har da

21 —

och da ar flodet
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