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Varje uppgift kan ge 0, 1, 2 eller 3 poédng. En uppgift riaknas som godkind om den
bedémts med minst 2 poéng. For betyget n, n = 3,4, 5, krévs 3n — 1 poéng och n
godkénda uppgifter.

Tillatet hjalpmedel: Formelbladet i vektoranalys. Ingen riknedosa tillaten.
Losningar till tentamen aterfinns efter skrivtidens slut pa kursens hemsidor.

1. Berdikna arean av den del av sfiaren 2? + 3* + 2° = 1 som ligger innanfér
sfiren 2° +y* + (z — 1)* = 1.

2. Berikna flodet av vektorfiltet A = 9x2*% + yay + 42zy*2 ut genom ytan

S a® +4y* +92° = 4 med z > 0, i riktning 7 - 2 > 0.

3. Berdkna kurvintegralen / A dr dir A(p, ¢, z) = 3p p+2cos? qb(fﬁ—i—él Z och
r

[ dr skiirningskurvan mellan ytorna 2 +4°+2? = 4 och 2° +y*+ (2 —2)? = 4.
Kurvan I' genomléps moturs sett fran punkten (0,0, 6).

4. For vilka viarden pa konstanterna a, b, ¢ dr vektorfiltet

A = (6azy + by*z + cyz?)d + (32* + 2bwyz + 22°)j + (22y* + 2cry2)2
ett potentialfialt? Berdkna sedan alla potentialer till A for dessa véarden.

sing . cos¢ » .
2 P+ 2 ¢ och I' ar

5. Berdkna kurvintegralen / A - drdar A(p,¢) = —
r

kurvan mellan 42 + 9y* = 4 mellan punkterna (1,0) och (0, —2/3). Kurvan
genomlops moturs fran punkten (1,0) till punkten (0, —2/3).

6. Berakna flodet av vektorfaltet

A(z,y,2) = T i4 Y J+ 2N/ 22 + Y32

$2+y2 a:2—|—y2y

genom ytan S : z = 1 — 2? — y* med z > 0 i riktning 7 - 2 > 0.
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1.) Sfiren z® + y* + 2® = 1 skiir sfiren 2° + y*> + (z — 1) = di 2 — ( — 1)> = 0 och enkla
rikningar ger nu z = 1/2. Vi séker arean av S : 2?2 +y> + 2% = 1, 2 > 1/2 (da dr 2? +y* < 3/4)
och vi parametriserar S genom ortsvektorn r(p,¢) = pp + /1 —p?Z med (p,¢) € D dar
D:0<p<+3/2 0<¢<2r Vihar

Arean av S ar nu

2.) En standardriikning ger att V- A = 2% +49° 4922, Ligg till ytan S; : 22 +4y*> << 4, 2 = 0.
Ytorna S + S; avgrinsar en kropp V : 2% + 4y* + 92°> < 4, z > 0. Flodet av A ut ur V genom

S ar
s
Enligt Gauss’ Sats har vi

/ A - ndS = /// (2% + 4y* + 92%)dzdydz=.
S+851 \%

Pa Sy dr z=0o0ch 7 =—2%och da dr A -7 = 4zy? = 0 pa Sy, vilket nu ger att



/// 2%+ 4y* + 92°)drdydz

=[x =rcos¢sinb, y—ismqﬁsm@ z—gcose 0<r<20<0<7/2 0<¢<27]

L v sineds) o) ar
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3.) Ytorna skiir varandra da 2° = (2 — 2)%, vilket ger 2 = 1. Da dr [ : 2 +¢° = 3, 2z =
1. Vi parametriserar I' med ortsvektorn r(¢) = v3p + 2 med 0 < ¢ < 27 (ortsvektorn &r
r = (z,y,2) = (V/3cos ¢, V3sin ¢, 1) som man kan skriva som r = \/_( 0SOT +singy)+ 2=
V3p+2). PaT &r p=+v/3 och A = 3v3p+ 2cos® ¢ ¢ + 42. Vi har

[ | T AG() - r(6)do

27
— / (3\/§ﬁ +2cos® P+ 42) - (\/§gz§)dgz§

0

2
=2V3 / cos® pdo
0

2w
= \/g/ (14 cos2¢)dep
0
= 271V/3.

2cos’ ¢ |

Anmirkning: En standardrikning ger V x A = z, vilket visar att V x A dr singuldrt

pa z-axeln.Det gar dirfor inte att tillimpa Stokes’ Sats pa ytan S : 2° +9* < 3, z = 1 utan
att forst lagga till en annan kurva som avskidrmar singulariteten. Men det innebir att man
anda maste rdkna med en direkt parametrisering av en kurva, och det ar inte mindre besvérligt
an att parametrisera I'. Att tillimpa Stokes’ Sats utan att ta hdnsyn till singularitdten &ar ett
principfel—oavsett om man far samma svar som man gor vid en korrekt behandling.

4.) Om A ér ett potentialfilt da ska A = V& {or nagon funktion ® i det omrade ddr A &r
definierat. En potential finns da om V x A = 0 i detta omrade. Vi erhaller

VxA=[202-bzy+2(c—1x]z+ (b—2)y*§+ [6(a — 1)z + (c —1)2%] 2

och for att V x A = 01 ett omrade da méaste a = c =1, b = 2. For dessa viarden har vi

A = (6zy + 2y°2 + y22) 2 + (32% + dwyz + x22)) + (2xy® + 2xy2)2,
och med A = V® da har vi



P =6y +2y°z +y2*, @, =32 +dayz + 12’ P, =2zy° + 2ayz.
Ekvationen ®’ = 6xy + 2y°z + y2° ger ® = 322y + 2292 + vy2® + g(y, ). Insittning av detta
i), = 322 + dayz + x2% ger 9y(y, 2) = 0 vilket ger att
® = 327y + 2292 + 2y + g(2).
Insiittning i ®, = 2xy® + 2xyz ger ¢'(2) = 0 vilket nu ger att

¢ = 3%y + 229’2 + 2y’ + C
dar C' dr en godtycklig konstant.

sin

5.) Vektorfiltet A dr ett potentialfilt: A = V® med potential ®(p, ¢, ¢) i alla punkter

dér p # 0. Kurvan T" har startpunkten i (1,0) och slutpunkten i (0,—2/3)i zy-planet som har
polédra koordinater (p, ¢) = (1,0) respektive (p, ¢) = (2/3,37/2). Vi har nu

/A cdr = ®(2/3,31/2) — ®(1,0) = —g

eftersom I" ligger i ett enkelt sammanhéngande omradet som inte innehéller origo (dar p = 0).
6.) Parametrisera S genom ortsvektorn (i cylinder koordinater):
r(p,¢) =pp+(1—p°)2
med (p,¢) € Ddér D:0<p<1, 0<¢ <27 Pa S har vi (i cylinderkoordinater)
1, N
A= ;p+(1—p )pZ.
Observera att

vl X rl = (p—2p2) X (pp) = 2p’p+p 2

och att (r, x ry) -7 = p > 0. Observera att A dr singulirt pa z-axeln. Vi definierar S : z =

1—p2,O<e§p§1,0§¢§27r0ChD6:0<6§p§1,O§¢§27T.F16detutgenom5'ér

da
//A-ﬁdSzlim// A -ndS,
S e—0 S.

och vi har



[ avias= [[ Atto.o)- g x viyapas
Se D
:// (%ﬁ+(1—ﬂ2)05)'(202ﬁ+02) dpd¢

= //E[2p+p2—p4]dpd¢

1
= 2#/ 20+ p* — p")dp

och nu foljer att flodet ar
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