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Varje uppgift kan ge 0, 1, 2 eller 3 podng. En uppgift rdknas som godkénd om den bedémts med minst
2 podng. For betyget n, n = 3,4, 5, krivs 3n — 1 poéng och n godkénda uppgifter.

Tillatet hjalpmedel: Formelbladet i vektoranalys. Ingen riknedosa tillaten.

Losningar till tentamen aterfinns efter skrivtidens slut pa kursens hemsidor.

1. Berdkna arean av den del av halvsfiren 22 +73?+ 2% = 2, z > 0 som ligger innanfor cylindern
2, .2
z +y =1

2. Beriikna flodet av vektorfiltet A = 22%yd — 29 + (2 — 2xy2)2 ut genom ytan z = 4 — (2% +

y*), 0 < z < 2iriktning 7 - 2 > 0.

3. Berikna kurvintegralen /A - dr dir A(z,y,2) = (1 +2°)2 + 2y29 + (222 + y*)2 och T ar
r

skdrningskurvan mellan ellipsoiden z* 4+ 6y* + 32% = 9 och planet  +y + z = 0 med = > 0.
Startpunkten har positiv z-koordinat.

4. Bestdam f(z,y) med f(0,0) = 0 sa att vektorfaltet

A= 420y +22+y)3+ (22 + 2z + 2)5 + (222 + fo,y))2

har en potential och berdkna alla potentialer till A.

1 ~
5. Berdkna kurvintegralen /A- dr dar A(p, p) = 2pcos ¢ p— (p + —) sin ¢ ¢ och I' &r kurvan
r P

52% + 6y% = 10 med y > 0. Kurvan genomléps moturs.

6. Berdakna flodet av vektorfaltet

1
A(I,y,Z) = m(xhywz)

genom ytan z =4 — /22 4+ 32, 0 < z < 2 i riktning n - 2 > 0.



TATA44 Lésningar 24/8/2012.

1.) Lat S vara den del av 2° + y? 4+ 2z = 2 innanfér cylindern 2 4 y* = 1. Infor cylinderko-
ordinater. Parametrisera S med ortsvektorn r(p,¢) = (pcos¢, psin g, /2 — p?) som man kan

skriva som r(p,¢) = pp+ /2 —p? 2. Vihar (p,¢) € Dmed D:0<p <1, 0<¢ <27 och
p . p*
v xr,=p— ——2| x = ——p+p2
LXTy=|p 7 (p9) 2_p2p p

och den sokta arean ar

s

:/ x), x 1 |dpde
D

_ 01 </02W,/2f4p2 2d¢>dp
[ ([ )
_2\/§7r/0 \/%pzdp

= 2v3r [-v2— 77|
= 2v21[V2 — 1].

2.) Losning 1: Infor cylinderkoordinater: © = pcos ¢, y = psing, z = 0z och d& parametris-
eras ytan S genom r(p, ¢) = (pcos ¢, psin ¢, 4 — p*) med parameter omradet D som ges genom
D:\/§§p§2, 0 < ¢ <2r. Paytan S har vi

2p° cos® ¢ sin ¢
A= —p® cos psin? ¢
(1 —2p? cos psin @) (4 — p?)

Vidare &r v/, x vy = (2p” cos ¢, 2p” sin ¢, p).
Det sokta flodet ar



//SA-MS://DA-(r;xr;)dpdgb

2p° cos® ¢ sin ¢ 2p? cos ¢
= // —p? cos psin® ¢ - 2p%sing | dpde
D1(1 = 2p* cos dsin o) (4 — p°) p
2 2
= / ( [4p° cos® ¢sin ¢ — 2p° cos ¢ sin® ¢ — 2p* (4 — p®) cos psin ¢ + 4p — p3]d¢> dp
V2 \J0
2
= 27?/ (4p — p°)dp
\/5
']’
=27 l2p2 — —}
4l
=27

eftersom

2 2 2
/ cos?’qbsimbdqb—/ cos¢sin3¢dgz§—/ cos ¢sinpdp = 0.
0 0 0
Losning 2: En enkel rékning ger V-A =1 och vi ser att A ir ett O'-vektorfilt. Lat S beteckna

den givna ytan och L : x? —|—y <2 z=2och Ly: 2?2 —|—y <4, z=0.Daar S+ L, + L ar
en sluten yta som omsluter ett omrade V. Enligt Gauss’ sats har vi nu

Mo 05 = I

dér normalen 1 pekar ut ur V' (enligt Gauss’ sats). Vi har da

//A-ﬁds—l—/ A-ﬁldLl—i-/ A-ﬁgdLQZ///dV.
S L1 Lo 1%

Observera att pa Lo dr nyg = —2 med 2z = 0 och da &r A - ny = 0, som ger / A - nadly = 0.
L
P& Ly dr ny = 2 och z = 2 vilket ger A -y = 2(1 — zy) och vi far da ’

/ A - ndLy = 2// (1 — zy)dxdy
L1 Ll
= 2// dxdy
L

=47

eftersom L ar en cirkel med radie V2 och

// xydrdy =[x =rcos¢, y =rsing, 0 <r < V2, 0<¢ <27
Ly

\/5 27
:/ (/ rgcosgzﬁsinqbdgb) dr = 0.
0 0



For att berdkna / / / dV, som ar volymen av omradet V', observera att vi kan skriva
v

I = I ],

dér V; dr omradet mellan zy-planet (z = 0) och 2z = 4 — (z° + 3?), med 2 + y* < 4, och V5 &r
omradet mellan planet z = 2 och z = 4 — (2 + ¢*), med z° + 3* < 2. Vi har

4-(22+y?)
o ([ )
Vi 22 4+y2<4 \ Jo

- / /xz+y2§4[4 — (a® + y?)]dxdy

=[x =rcosg, y=rsing, 0<r <2 0<¢ <27
2

= 27?/ [4 — r2|rdr
0

2
=27 {27‘2 — T—T
4 0

= &m.

Vidare ar

4—(22+y?)
o g ([
Va 22 +y?<2 \J2

- //xuyzgz[z = (@* +y?)|dudy

=[x =rcos¢, y=rsing, 0<r <2 0<¢ <27
2
:27T/ [2 — 72rdr
0
47V2
=27 {TQ—T—}

41

= 2.

Av detta erhaller vi att

///dV:(S?T
v
//A~ﬁd5+47r:67r
s
//A-ﬁdSZZW.
s

och da har vi

vilket ger att flodet genom S ar



3.) Losning 1: En enkel ridkning visar att V x A = 0. Lagg till T den réitta linjen T'y : y+2 =0
med dndpunkterna i (0,—1,1) och (0,1, —1) sa att ['+ I'; genomléps medurs sett fran punkter
pa den positiva z-axeln (da ar startpunkten (0,1, —1) och slutpunkten (0, —1,1) pa I'y). Om S
ar det plana omradet i planet x + y + z = 0 som begrénsas av [' + 'y da har vi, enligt Stokes’
Sats,

A-dr://VXAdS:O
'+ S

vilket ger att

/A-dr:— A - dr
r F1

= =(0,—2,2), z: =1 —1]
= / A(r (2)dz

1 [14 22 0
= —/ 222 |- |—1|dz

-1 22 1

1

= —3/ 22dz

—1

= 2.

Losning 2:Observera att V x A = 0 vilket gor att A = V& for nagon funktion ®. detta ger

O =1+2% @ =2z &, =2zz+y.

Ekvationen ® = 1+2? ger ® = x(1+2%)+g(y, 2) och insiittning av detta i ekvationen P, = 2yz
ger g,(y, z) = 2yz vilket ger nu g(y,z) = v’z + h(2) och ® = 2(1 + 2%) + y°z + h(2). Insiittning
i den sista ekvationen ®/ = 2xz + y ger h'(2) = 0 och slutligen erhéller vi att

d=z2(1+2*)+y*2+C

dar C' dr en godtycklig konstant.

Planet x +y 4+ 2z = 0 skér ellipsoiden i en kurva dar x > 0 och start- och slutpunkten ligger
pa x = 0. Da #r y + 2z = 0 vilket ger y = —z. Insittning i ellipsoidens ekvation ger 2% = 1
och da dr z = £1. Startpunkten har positiv z-koordinat, och da maste (0, —1,1) vara kurvans
startpunkt, medan (0,1, —1) &r kurvans slutpunkt. Eftersom A = V& vi har

/A dr = ®(0,1,—1) — ®(0, —1,1) = —2.

4.) Vilkoret for att A har en potential & V x A = 0 och detta ger ekvationssystemet

folwy) =2, fi(z,y) =2y

som ger f(z,y) = 2z + 3> + C. Vilkoret f(0,0) = 0 ger nu f(x,y) = 2z + y* i detta fall maste
A = VVU(z,y, z) for nagon potential U(z,y, z) och vi har ekvationssystemet



U =22+ 20y + 22+ v, ‘1!;:3:2+2yz+$, U =21+ 1 + 2wz,

Ekvationen W' = 2* + 2zy + 22 +y ger ¥ = 2y + 2y + 222 + 22° + g(y, ). Insiittning
i W, = 2® 4+ 2yz + x ger nu g (y,2) = 2yz som ger g(y,z) = y°z + h(z) och vi far ¥ =
22y + xy + 202 + 12° + y*2 + h(2). Insittning av detta i ekvationen W, = 22 + 3* + 2wz ger
h'(z) = 0 och vi erhaller

U =2y +ay+ 22+ a2 + 22+ C
dar C ar en godtycklig konstant.

5.) Vektorfiltet A &r ett potentialfalt. Med A = V®(p, ¢, z), uttryckt i cylinderkoordinater,
har vi

1 1
@/, = 2pcos ¢, ;Cbiﬁ = — <p+ ;) sing, @, =0
som ger att & = ®(p, ¢) med

) =2pcosg, P, = —(p* + 1) sin ¢.

Ekvationen @ = 2pcos ¢ ger ®(p, ¢) = p?cos ¢ + g(¢) och insittning i &, = —(p* + 1)sin¢
ger ¢'(¢) = —sin ¢ vilket ger h(¢) = cos ¢ + C och vi erhaller ® = (p® 4+ 1) cos ¢ + C.

Kurvans startpunkt &r i (v/2,0) och slutpunkten &r (—v/2,0). Punkten (v/2,0) svarar mot
p = V2, ¢ = 0 medan punkten (—\/5, 0) svarar mot p = V2, ¢ = . Eftersom A ir ett
potentialfilt med A = V& vi har

/A dr = B(V2, 1) — B(V/2,0) = —6.

6.) Losning 1: Lat S beteckna ytan z = 4 — \/22 + y2. Vi parametriserar S med ortsvektorn
r(p,¢) = pp+ (4 — p) 2 i cylinderkoordinater. Vi vet att z =4 — /22 4+ y2 med 0 < z < 2

1
somgerz:4—pmed2§p§40ch0§¢§27r.PéSharviA:—4[pﬁ+(4—p)£].Lét
P

D beteckna omradet D : 2 < p < 4, 0 < ¢ < 27. En normal vektor till ytan &r r/, x r), =
(p— 2) x (pd) = p(p + 2) som uppfyller villkoret (r, x r}) - 2> 0. Vi har nu



1
6.) Losning 2: Lat S beteckna ytan z = 4 — /22 +y2. Vi har V- A = 1 ide
T Y
punkter dir a? + y* # 0. Lat S; vara cylindern 2® + 4> = 4,0 < 2z < 2 och L vara ytan
4< 2?4+ y2 < 16, z = 0 och lat V beteckna omradet som omslutas av S + S; + L. Observera

att S+ S; + L ir sluten och att inom V &r A ett C'-vektorfilt. Enligt Gauss’ sats har vi da att

1
A -ndS = — /// —————dxdydz.
//S—i—SH—L v (22 +942)?
1

Infér cylinderkoordinater. Da ges A genom A = —[pp + 2Z] och S; parametriseras genom

ortsvetorn r(¢, z) = 2p+ 2z 2 med parametrar (¢,z) € Doch D :0< ¢ <27, 0 <z <2 Vihar

// A-ﬁdS://A-fzdS—l—/ A-ﬁldsl—l-//A-ﬁLdL
S+S1+L S S1 L

och alla normaler pekar ut ur V enligt Gauss’ sats.

z
Pa L &r z = 0 och ny = —2 vilket gor att péLViharA-ﬁL:—4:O.

P
Pa ) har vi iy = —1), x v,/ v}, x rl,| = =2p/|p| = —2p eftersom Ay pekar in mot z-axeln

(och ut ur V). Da har vi

/SIA.ﬁldSI:_//DA-(r’d)xr’z)dgbdz
:_//131—16(2ﬁ+z2)-(2¢3><2)d¢dz
:_//1)1—16(2ﬁ+z2)-(2ﬁ)d¢dz

:—i//dez

Saledes erhaller vi

. 1

V' definieras av olikheterna 0 < 2 <4 —p, 2 < p <4, 0 < ¢ < 27 i cylinderkoordinater och vi
har da



/// L edyd // /4_ U ) dea
—dxdydz = — ———dz | dzdy
v (2% 4+ y?)? 4<a?442<16 \ J0O (22 +y?)?

=[r=pcos¢, y=psing, 2<p <4, 0<¢ < 2r]

4 27r4_
— [ ([ Eas) oo
2 0 P
Y41
:—27T/ (———)dp
2 \p* PP

2 11*
P Pla
o
=-7
Vi har nu
/AndS—ﬂ:——,
S
som ger
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