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Varje uppgift kan ge 0, 1, 2 eller 3 podng. En uppgift rdknas som godkénd om den bedémts med minst
2 podng. For betyget n, dir n = 3,4, 5, krdvs 3n — 1 podng och n godkéanda uppgifter.

Tillatet hjalpmedel: Formelbladet i vektoranalys. Ingen riknedosa tillaten.

Losningar till tentamen aterfinns efter skrivtidens slut pa kursens hemsidor.

1. Berékna arean av den del av konenen z = 4 — /22 + 32 som ligger innanfor konen z =

Va2 +y2.
2. Berdkna kurvintegralen / A . dr dar
r

A=y+z2)z+(x+2)9+(x+y)2

och I dr kurvan som &r skiirningen mellan planet £ +y+ 2 = 0 och ytan 2 +3°+22 =1, 2 > 0.
I’ genomléps moturs sett fran punkten (1,1,0).

3. Berdakna flodet av vektorfaltet

A =22(2® + 923 +yz(a® +yh)g — 227 (2 +y?)2

ut genom den del av ytan 2% + y* + 222 = 3, 2 > 0 for vilken 2? + 3* < 1. Normalen pekar
bort fran origo.

4. Berékna kurvintegralen / A - dr dar
r

A =sin®fsing 7 + QSiDQCOSQSngﬁé—f—SiDQCOSqug
och I" &r kurvan med startpunkt i (1,1, 0) och slutpunkt i (0,1, 1) (kartesiska koordinater).

5. Berdkna kurvintegralen / A - dr dar
r

1
A=-)
p

och T' &r kurvan 32% + 4y* = 12 i zy-planet. Kurvan genoml6ps moturs.
6. Berdkna flodet av vektorfaltet

A:COSQ¢/6
p

genom ytan 22 +y? = 2+ 1, 0 < 2z < 3 och y > 0. Normalen pekar ut fran z-axeln.




TATA44 Lésningar 12/1/2012.

1.) En enkel rikning ger att ytorna skiir varandra da z? + ¢* = 4. Infor cylinderkoordinater.
Parametrisera konen z = 4 — p dir p = \/22 + y? med ortsvektorn r(p, ¢) = pp+ (4 — p)Z. Satt

D:0<p<2, 0<¢<2m Vihar
v, X1, = (p—2) x (pp) = pp + pd

och den sokta arean ar

A= / /S a5
://D ¥, x 1, |dpdg
= \/5//Dpdpd¢
v ([ )

= 4\/§7r.

2.) Observera att V x A = 0 och da dr A ett potentialfalt med A = V& dar & = zy+ 2z + yz.
1 1
Kurvans dndpunkter &r —(—1,1,0) (startpunkt) och —(1, —1,0) (slutpunkt). Vi har nu

V2 V2
1 11

/FA Cdr = @(%, il 0) — (I)(—E, E,0) = 0.

3.) Losning 1: Observera att V- A = 0. Lat S beteckna den del av ytan 2 4+ y* + 22> = 3
dir z > 0 och 22 +y? < 1. Ligg till locket L : z? + y* <0, 2z = 0 och cylindern S : 2 4+ y* =
1, 0 <z <1Daaéar ytan S+ .57+ L sluten. Lat V' beteckna den kropp som S + S7 + L omsluter.

Enligt Gauss’ Sats har vi
// A-ﬁdS:///V-AdV:O,
S+S1+L \%4
// A-ﬁdS:—/ A-ﬁldsl—//A-ﬁLdS
S+S1+L S1 L

dar alla normaler pekar ut ur V. Eftersom A =0 pa L ty z =0 pa L, vi har

S+S1+L S1

Parametrisera S; med ortsvektorn r(¢,z) = (cos¢,sing,z) = p+ 22 med 0 < ¢ < 27 och
0<z<1. Vierhéllerr’d)xr;:ﬁochpéSl AarA=2p—2222. Med D:0<¢p<2r, 0<2<1
erhaller vi

av vilket vi far att



./&Aﬁﬂ&:/LA(%xéﬂwz
::(/yg(zﬁ——2222)~ﬁd¢dz
:l/y;zd¢dz
w

och saledes ar flodet ut genom S

//A-ﬁdS:—W.
S

Losning 2: I cylinderkoordinater kan man skriva

A = pP2p —22p%2

och ytan S : 22 4+9°+222 =3, 2> 0, 2°4+y? < 1 kan skrivas som S : p*+22° =3, 2 >0, p < 1.

ortsvektorn for punkter pa S ar da

ﬂ%@zpﬂ+*%%ﬁ&

med parameteromradet D : 0 < p <1, 0 < ¢ < 27, och vi har

voxr, = p- —L 5 x(pd
2
p

= 54 p2
NN

Observera att r; X r’d) har positiv p-komponent, vilket betyder att n =

origo. Flodet av A genom S ar da

— [ Atwt.0) - (5, xx3)dps
= //D [p?’gT;pzﬁ G NE
([ ]

|

/
p
/
p

V24/3 = p?

/

v/ X r

A pekar bort fran

¢

dpds



4.) Vektorfiltet fir ett potentialfilt med potential ® = rsin?@sin ¢ + C. I punkten (1,1,0) &r
r=+v2 0=m/2 ¢=mn/dochi(0,1,1)drr =2, 0 =n/4, ¢ = x/2. Saledes har vi

/A cdr = ®(V2,7/2,7/4) — B(V2, /4, 7/2)

1
-1

V2

5.) En enkel rikning visar att V x A = 0 i de punkter dir p # 0. Sitt I'; : 22 +y* = 1 och lat
S beteckna omradet innanfér I' 4+ I';. Enligt Stokes Sats har vi nu

A-dr://VXA-ﬁdSZO
I'+I' S

dér I'; genomléps medurs. Vi har da

/A-dr: A -dr
r i)

dar I'y nu genomlops moturs. Pa I'; 4r p = 1 och da ar A = p. Ortsvektorn for punkter pa I'y

ar r(¢) = p och vi har
2m
/FA-dr:/O A -1'(¢)do
2T

:/ rﬁo-qg(w
“0.

6.) Parametrisera ytan S : 22 4+ = z + 1 genom ortsvektorn (i cylinderkoordinater) r(p, ¢) =
pp+ (p> —1)2. Vihar 0 < 2 < 3 och y > 0 vilket ger 1 < p < 2 o0ch 0 < ¢ < 7. Siitt nu
D:1<p<2, 0< ¢ <7 Enstandardrikning ger v/, x 1), = —2p%p + pz. Flodet #r nu (med
hénsyn tagen till det faktum att normalen till ytan ska peka bort fran z-axeln)

//SA-ﬁdS://DA-(r;xr’p)dpd¢

cos? ¢ . . .
= / / p-(20%p — p2)dpde
D P

= //D 2p cos® pdpde
= /12 (/pr(l +c082¢)d¢) dp
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