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Varje uppgift kan ge 0, 1, 2 eller 3 podng. En uppgift rdknas som godkénd om den bedémts med minst
2 podng. For betyget n, n = 3,4, 5, krivs 3n — 1 poéng och n godkénda uppgifter.

Tillatet hjalpmedel: Formelbladet i vektoranalys. Ingen riknedosa tillaten.

Losningar till tentamen aterfinns efter skrivtidens slut pa kursens hemsidor.

1. Beréikna arean av den del av paraboloiden 2z = 2% +%? som ligger innanfor ytan 2*+y?432% =
5 med z,y > 0.

2. Berikna flodet av vektorfiltet A = 3% + 239 + 3232 ut genom ytan 2* +2y* +32? = 1 med
z > 0, i riktning n - 2 > 0.

1

V1422 4 y?

mellan cylindern 2% + y* = 1 och planet z + y + 2z = 1. I genomléps moturs sett fran punkten

(0,0,17).

3. Beriikna kurvintegralen / A - dr dar A(z,y,z) = (x,y, z) och T" &r skirningen
r

4. Berdkna alla mojliga potentialer till vektorfaltet

A = (e“cosy —yz)T — (e"siny +x2)y + (2 — xy)Zz.
Beridkna sedan kurvintegralen / A - dr dar T' ar skiirningen mellan planet 2y 4+ 32 = 0 och
ellipsoiden 22 4 2y + 32> = 9 med y > 0. I' genoml6ps moturs sett fran punkten (0,0, —17).

T

5. Berédkna kurvintegralen /FA - dr dar A(z,y) = (—y + %—i—gﬂ) T+ <x — m) y och
I' ar kurvan 322 + 4y* = 12 med y > 0. Kurvan genomléps moturs.
6. Berékna flodet av vektorféltet

1
(.ZCQ +y2_|_z2)3/2

A(z,y,2) = (2,9, 2)

genom cylinderytan 22 +¢y* =4, —2 < 2 < 2.



TATA44 Loésningar 22/10/2011.

1.) Ytorna skir varandra da 32 + 2z = 5, vilket ger (z — 1)(32 + 5) = 0. Da ér z = 1 eftersom
2 >0.8itt D: 2> +y?> <2, x>0, y>0. Parametrisera ytan med hjilp av ortsvektorn

:c2+y2
r(z,y) = |y,

2

) med (z,y) € D. Arean A av ytan S : 2z = 22 + 4* ges genom

A://dS:// x), x 1) |dxdy
s D

En enkel rédkning ger r), x r}, = (—z, —y, 1) av vilket det féljer att

A:// V14 2?2 4+ y?dxdy
D

= [a::rcosqﬁ,y:rsinqﬁ; 0<r<+v2, 0<¢o<m/2

T [V2?
= 5/ V1 4+ r3dr
0

— =147

3
:Z/twﬁ
6 /1

- %[3\/5—1].

2.) Losning 1: Ytan dr 22 +2y*+ 32 = 1 och villkoret 71- 2 > 0 giller for S : 2° +2y* +32% = 1
med z > 0. Sitt Sy : 22 4+ 2y* < 1, 2 = 0 och lat V beteckna kroppen som S + S; omsluter.
Ytan S + S #r sluten och vektorfiltet r C*. Enligt Gauss’ Sats géller att flodet ut ur V ges
(enligt Gauss’ Sats) genom

/ A-ﬁdS:// V.- AdV
S+51 1%
=3 ///(:L‘2 + 2% + 32%)dxdydz
r

r
= |z =rsinfcos¢, y = —=sinfsing, 2 = —=cosf, 0 <o <27, 0<60 <7/2
¥z 73
3 1 2m /2
= — rtsinfdl | do | dr
Gl (L)
_n/G
5

Observera att

/ A-ﬁdS://A-ﬁdS—i—/ A -nydS,
S+S1 S S1



dir n; = —Z. En enkel ridkning ger att / A -n1dS7 = 0 eftersom z = 0 pa Sy, och vi erhaller
S1

//A-ﬁdszﬂ.
; 5

Losning 2: Infor parametriseringen av ytan S : 2%+ 2y* 4+ 322 = 1 genom ortsvektorn r(6, ¢) =
1 1
sinf cos T + Esin@sin(b;&—i- —cosfzmed (0,90) e Ddar D:0<60 <7/2, 0<¢ <2m.

V3

D& har vi (efter lite arbete) att

1
ry X rly = —=sinf [sin@cosqﬁi—i— V2sinfsin ¢ + v/3 cos 0 2

V6

och pa S har vi
.. 3 3 A 1 . 3 3 A 1 32
A(r(0,¢)) =sin’fcos’ ¢ & + —=sin° fsin° ¢y + —= cos” 0 Z.

V2 V3

Det sokta flodet ar nu

(I)z//A-fldS
5

_ //D A(r(0,)) - () x 1) df.do
= % // [SiIl5 0(0084 ¢ + sin* ¢) + sin 6 cos? 6’] de do.
D

Observera att
7r/2 8 71'/2 1
/ sin® @ df = —, / cos*fsinfdh = =.

Vi far nu

R S Ll B B 1}
CID—\/E/O _15(COS ¢ + sin ¢)+5 do

1 3 1
= [cos* ¢ + sin ¢ = (cos® ¢ + sin® ¢)* — 2sin® pcos® ¢ = 1 — 5 sin? 2¢ = 1 + 7 608 49|

1 [>[3 2
= — S cosdo|d
\/6/0 _5—1—15005 qﬁ} 0]
_\/67?

5

Detta 106sningssitt rekommenderas inte.

3.) Losning 1: Parametrisera kurvan med ortsvektorn r(¢) = (cos ¢,sin ¢, 1 — cos ¢ — sin ¢).
Vi har da



27
/F A dr = / Ax(9)) -1'(9)d
(])_ 27
= E / (cos ¢, sin ¢, 1 — cos ¢ — sin @) « (— sin ¢, cos ¢, sin ¢ — cos ¢)d¢
0
_ b /Qﬂ[singb — cos ¢ + cos® ¢ — sin® ¢|do
2
\{_ 027r
- 7 / [sin ¢ — cos ¢ + cos 2¢|d¢
0
=0.

Losning 2: Man kan skriva vektorfiltet A som

A=V(/I+22+ )+ ——n
V14224 y?

Eftersom kurvan I' dr sluten (den &r skirningen mellan cylindern z? + y?> = 1 och planet

r+y+z=1) dééir/V(\/l+x2+y2)-dr:OOChvihardéatt
r

/A dr—/;g dr
r r /1422 +y? '

PaTl &r 2> +y> = 1 och z = 1 — 2 — 4. Parametrisera kurvan som ovan med ortsvektorn
r(¢) = (cosp,sinp, 1 — cos¢p — sin¢). Vi har da

A-dr= | —————=%-dr
T T \/1—|—I72—}—y2
1 2
— s | 1= coso—sine)z (o)
0
1

4.) Om A = V& da ger de sedvanliga rdkningar att varje potential ® har formen

2

@zemcosy—xyz—k%—i-C

dar C' dr en godtycklig konstant.
Planet 2y + 3z = 0 innehaller z-axeln och skiir 2 + 2y + 322 = 9 pa z-axeln i punkterna
(—3,0,0) och (3,0,0). Dessa punkter ar kurvans start- och slutpunkter, och da erhaller vi att

/A ~dr = ®(3,0,0) — ®(—3,0,0) = ¢®* — e * = 2cosh 3.
r



5.) Losning 1: Vi har A = P(z,y)Z + Q(x,y)y med

Y T
P - g+ -7 =r—- —.
($7y> y+ x2+y27 Q($,y> z :C2_|_y2
En enkel rikning ger
0oQ opP 5
ox dy

i alla punkter dir 2® + y* # 0. Lagg till T’ kurvan I'y : 22 +3? = 4, y < 0, som #r en halvcirkel
med radie 2 och centrum i (0,0). Bade I' och T’y bérjar i (2,0) och slutar i (—2,0), och v, ligger
over I'. Lat D beteckna omradet under I'y och ovanfér I'. Om kurvan I'y +I" genomlops moturs
(sa att D ligger till vinster om omlopsriktningen) da har vi, enligt Greens formel, att

A-dr:// (@—8—P)dxdy:2//dxdy
I +T p \ 0z dy D

eftersom A inte har nagra singulariteter inom D (eller pa dess rand). Saledes erhaller vi att

/A~dr:2//da:dy— A -dr
r D I

dar I' genomlops medurs medan I'y genomlops moturs. Av detta foljer att

/A-dr: A-dr—Z// dxdy
I Iy D

dar bade I' och I'; genomlops moturs.
Vi parametriserar I'; genom ortsvektorn r(¢) = 2cos ¢ & +2sin¢y med ¢ : 0 — 7. Pa 'y ar

3 3
A= —§sin¢§7—|— §cosgbgj.

Vidare har vi

(A= / A(x(9)) - ¥(6)dd

s 3 3
:/ (——sin<bi"+—coscbz?) (=2sin g + 2cos ¢ g)do
0

2 2
— /F(?) sin® ¢ + 3 cos? ¢)do
0
= /7r 3do
0
= 3.

Integralen / / dxdy ar arean av D och vi har
D

//dxdy:// dwdy—// dxdy:27r—\/§7r
D x24y2<4 3x24+492<12

och vi erhaller nu att



/A-dr:37r—2(27r—\/§7r)

=31 —7
= (23 - 1).

Losning 2:Vektorféltet A(z,y) kan skrivas som summan A(z,y) = Aj(z,y) + As(z,y) dir

A A x -~
Al(x,y) = —yz + xy och A2($’y> - 72 +y2x - 12 —f-yQy'
Vi har da

/A-dr:/Al-dr+/A2-dr.
r r r

For att berdkna /Al -dr lagg till kurvan I'y : y =0, —2 < 2 < 2. Enligt Greens formel géller
r

nu
Al-dr:2// dxdy
I'+I'; D

dir D ar omradet 322+ 4y® < 12, y > 0. En enkel rikning ger att 2 // dzdy = 2v/3w. Vidare

D
/Al'dI'IO.
r

For att berdkna /A2 -dr lagg till kurvorna 'y, T'3, I'y dar 'y :y =0, -2 <2 < —1; I'3:
r

A

éir/ A, -dr =0 och da ar
Iy

P +y?=1,y>0; Iy:y=0, 1<2<2 Kurvan I' 4+ I'y + I's + ['; ir nu sluten och omradet
E som denna kurva omsluter dr enkelt sammanhingande och Ay dr C' pa kurvan och inom FE.
Enligt Greens formel erhaller vi (efter en enkel rikning) att

/ Ag -dr = 0.
I+To+T34Ty

Ay - dr = A, -dr =0.

FQ I‘4

Vidare har vi

Saledes erhaller vi att

Ag'dr:O

I'+I'3

/Ag-dr:/AQ-dr
T I's

dir bigge kurvorna genomléps moturs. Pa I's dr Ay(z,y) = y&—ay ty 2°+y* = 1. Parametrisera
I's med ortsvektorn r(¢) = (cos ¢, sing), 0 < ¢ < m. Vi har

av vilket vi far nu



Ag - dr = /“ A(r(¢)) - r'(¢)do
I's 0
= / (sin ¢, — cos @) - (—sin ¢, cos ¢)do
0

:—/Oﬂdgﬁ

= —T.

Av detta foljer att

/FAQ-dr:n[zﬂ—u.

6.) Losning 1: Vektorfiltet dr singulirt i (0,0,0). Ligg till ytorna S; : 22 + y* + 2% = 1 samt
Ly 2 +9y* <4, z=2o0ch Ly : 2> +y*> < 4, z = —2. Lat V beteckna kroppen som avgrinsas
av dessa ytor. Inom V' dr V - A = 0 och enligt Gauss Sats géller nu

// A -ndS=0
S+S1+L1+Lo

dédr normalerna till alla delytorna pekar ut ur V. Pa L; har vi att normalen n = 2 och pa L,
ar normalen n = —Z2. Vi far da att bidraget fran L, 4+ Ly &ar

4
A - ndS = // dxdy
//Ll—i-Lg $2+y2<4 m + y + 4)3/2

=[x =rcosg, y=rsing, 0<r <2, 0<¢ <27

2 27 r
:4/0 (/0 —(4+T2)3/2d¢)dr

2 r
= 87T/0 —<4+T2)3/2dr

= [t =441

® dt
:47'('\/47537
1
=4r |1 - —]|.
-l

Pa S; dr A = (2,y,2) =r med |r| = 1 ty S; ir enhetssfiren 2 + y* + 2% = 1. Bidraget fran S,

ar
Sl Sl
= —A4n
eftersom ny = —r f6r S; ty ny pekar in mot origo. Vi har nu att



/ A-dr+/ A-ﬁdsl—}-// A-ndS=0
S S1 Li+Lo

1
A -dr — 47 + 4w {1——} =0
/s V2

som ger

av vilket det foljer att
/ A - dr = 2V/2r.
s

Losning 2: Vi kan perametrisera ytan S : 22 + ¢*> = 4, —2 < z < 2 med ortsvektorn
r(p,2) = 2p + zZ i cylinderkoordinater, med (¢,z) € D diar D : 0 < ¢ < 27w, —2 < z < 2.

Observera att ry x r, = 2¢ x 2 = 2p och att A = z pa S. Flodet ut

N z
@t 222" Ty 2

://A-ﬁdS://A r¢><r)dgz§dz
S D
:// 3/2d¢dz
7T/2 4+Z 3/2
2
167T/0 mdz
1

2

ur S ar nu

I
o

= [t = z/2]

o
=4 sl
g (L4 272

= [t=tanw, 0 <w < 7/4, dt = (1 + tan® w)dw]

w/4
= 47r/ cos wdw
0

— 47 [sin w]?"*

= 2\/§7r.
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