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Varje uppgift kan ge 0, 1, 2 eller 3 podng. En uppgift rdknas som godkénd om den bedémts med minst
2 podng. For betyget n, n = 3,4, 5, krivs 3n — 1 poéng och n godkénda uppgifter.

Tillatet hjalpmedel: Formelbladet i vektoranalys. Ingen riknedosa tillaten.

Losningar till tentamen aterfinns efter skrivtidens slut pa kursens hemsidor.

1. Beréikna arcan av den del av paraboloiden z = 3—2*—y? som ligger ovanfor ytan z° —2%—1y* =

3daz>0.
2. Berdkna flodet av vektorfaltet
A =230+ 55+ 232
ur ytan z = 4 — 22 — 3%, med z > 0 i riktningen 7 déir A - 2 > 0.

3. Beriikna flodet av vektorfiltet A = x & +y ¢+ 2 2 genom ytan z = /22 — y2—2* —3* 2 >0
i riktningen som ges genom 7 - 2 > 0.

4. Bestam en potential for vektorfiltet

A(r’9’¢):2mﬁ+2smicos€é_ sing -

rsin 6
och berdkna kurvintegralen / A - dr dir T dr skdrningskurvan mellan planet x = y och ellip-
r

soiden 22 + 2y2 +32%2 =9 med =z, y>0,0<z< V2ochT genomlops moturs sett fran punkten
(1,—1,0).

5. Berdkna kurvintegralen

I:/A-dr
r

2 x 4 Y 2z

T3+ 2+ 3222 T3 (a2 + 292 + 322237 * (a2 + 297 + 322)23 "

dar

och T &r kurvan som #r skirningen mellan planet 2 +y+2 = 1 och ellipsoiden 322+ 2y*+2? = 18.
Kurvan I' genomléps moturs sett fran punkten (0,0, 101).

1 1
6. Berdkna kurvintegralen / A -dr dir A = ——= 7 —2/3@ och T" &r kurvan
r

x J—
(@—pp (z—y)
2?4+ y? =8, z,y>01iplanet. I' genomléps moturs.



TATA44 Loésningar till tentamen 22/08/2011.

1.) Ytan z = 3 — 2° — 9/ skiir ytan 2° — 2° — 9> =3 dd 2° + 2 = 6 som ger (z +3)(z — 2) = 0.

Eftersom z > 0 da &r z = 1 eftersom z = 2. Punkterna pa z — 2> — y*> = 3 som &r ovanfor

22— 2% — % = 3 uppfyller 22 — 2% — y? > 3, vilket ger att 22+ 2 —6 > 0 och da &r z > 2. Vidare
ar z > 0 och da erhaller vi att 2 < 2 < 3 vilket ger 0 < 22 +y2 < 1. Satt D : 22 +y2 < 1.
Parametrisera ytan z—?—y* = 3 med ortsvektorn r(x,y) = (x,y,3—2°—5*) med (z,y) € D.
Observera att r), = (1,0, —2z) och r;, = (0,1, —2y).
Ytstyckets area ar nu

A://dS:// v, x | dudy
s D
= // V14 4(22 + y2)dady
r24y2<1

= [z =pcosg, y=rsing, 0<p<1,0<¢< 2n]
1 27
:/ ( \/1+4p2d¢>pdp
0 0
1
:27r/ V1+4p?pdp
0

= [u=1+4p%
= %/1 Vudu
m(5v/5 — 1)

5 .

2.) Lat S beteckna ytan z = 4 — 2 — y* och S; beteckna ytan x> +y* < 4, z = 0. Vidare
lat V' vara den kropp som omslutas av ytorna S och S;. Omradet V ges genom olikheterna
2+ y2 <4, 0<z<4—2°— y2. Alla normalvektorerna till S och S; pekar ut ur V. Vi ska

berdkna // A -ndS. Med hjalp av Gauss Sats erhaller vi att

S
//A~ﬁd5’—|—/ A~ﬁ1d51:// V.-AdV
S S1 1%

Observera att / A -71dS; =0ty 7y = (0,0, —1) vilket ger A -7, = —2°, och sedan #r z = 0
S
pa Si. Da har vi

//SA-fzdS:///VV~AdV.

En enkel rakning ger



// V-AdV:3///(:U2+y2+z2)dxdydz
\% |4
4—x2—y2
= ( / @uyuzz)dz) dady
x24+y2<4 0

i A — g2 _2)3
:3// (:c2+y2)(4—x2—y2)+w} dxdy
z2+y2§4 L 3

=[x=rcosg, y=rsing, 0<r <2 0<¢<2n]

S [T+ 8 )

= b /02 {7“2(4 -7+ @} rdr

= 967

(efter sedvanliga kalkyler).

3.) Lat S beteckna ytan z=+/a2 —y? —2* —y*, 2> 0 och S; beteckna omradet i zy-planet
dir /a2 —y? —2* —4® >0, 2 = 0. Lat V beteckna den kropp som S och S; omsluter. Vi ska

beridkna / A - ndS. Enligt Gauss’ Sats har vi nu att
S

//A-ﬁdS—i—/ A-ﬁldSlz// V- AdV.
5 Sy v

dér alla enhetsnormaler pekar ut ur V. Pa Sy dr z = 0 och n; = (0,0, —1). Vidare dr A - ny =

—z=0pas;. Daér
//A-ﬁdS:///V~AdV.
S 1%

Vi har 22 —y? > 0 for att kunna definiera /22 — 32 som ett reellt tal. Detta ger —|z| <y < |z|.

Nu har vi
[ffiweaa=s J[ ([ ) am
—3// — 2 — 2% — y°|dxdy

dir D #r omradet dir /22 —y2 — 22 —¢* >0, —|z| <y < |z|. P4 grund av symmetri far vi

// 22 —x —y]dxdy—Z//sqrtx —y? — 2 — y?|dxdy

med £ : a2 —y2 -2 —¢y* >0, —x<y<z, x>0 Medz=pcosp, y=psin¢ kan vi
beskriva E som E : p < y/cos2¢, —7/4 < ¢ < 7/4, ty 2> —y* = p*(cos® ¢ —sin® ¢) = p* cos 2¢

vilket ger att /22 — 42 — 2? — 3? > 0 da py/cos2¢ > p?, eller p < y/cos2¢. Villkoret —z <
y<z,x>0ger —m/4 < ¢ <7/
Vi far nu



// VAdV—G// — 2 — 2% — y?|dxdy

[ = pcos ¢, y = psin ¢

/4 Neyr
6 / / [pv/cos 26 — p*|pdp | d¢
—7/4 0

/”/4 cos?2¢  cos?2¢
ol 3 1

1 w/4
3 / cos® 2¢dde

—m/4
/4

cos? 2pdg
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}dcb
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Saledes har vi

™
A ndS = -
[l enis =5

4.) En sedvanlig rikning ger A(r,0,¢) = V® dar

(1,0, ¢) = r* +sin®f + cos ¢ + C
dédr C' ar en godtycklig konstant. Vi har nu

/A-dr: B(b) — B(a)

dér a ar kurvans startpunkt och b dr kurvans slutpunkt. Startpunkten a ges av villkoren = =
y, 2= 0o0ch 2 4+2y*+32*> = 9som ger #* = 3. Viskahaz,y > 0och dadrz =y = V3, z=0.
Detta ger 7 = V6, 0 = /2, ¢ = w/4. Slutpunkten ges av villkoren z = y, z = V2 samt
22 +2y* + 322 =9 och x,y > 0, vilket ger 2 = y = 1. Vi erhdller da r =2, § = /4, ¢ = /4.
Av detta far vi

T T T 5
A-dr=d(2,—,—)— - =)= ——.
/p dr = 2(2,7,7) ~ ®(vV6,5. )

5.) Vi kan skriva A som A = V® dir & = (2 + 2% + 32%)3 for (z,y,2) # (0,0,0) den
ndmnda kurvan dr sluten och ligger i omradet (z,y, z) # (0,0,0) och saledes maste I = 0 ty A
ar ett potentialfilt och da &r

I:/FA~dr:<I>(b)—<I>(a)

om I ligger inom omradet déar (z,y, z) # (0,0,0), dir a & kurvans startpunkt och b ar kurvans
slutpunkt. I vart fall &r a = b ty kurvan &r sluten.

6.) Vektorfiltet dr singulért pa linjen x = y, men vi har



A=V®, med d(z,y)=3(z—y)°
Linjen « = y skéir kurvan 22 + y> = 8 i punkten P : (2,2). Startpunkten ér (2v/2,0) och

slutpunkten &r (0,2v/2). Vi kan definiera / A - dr som en generaliserad integral:
r

P (0,2v/2)
/A-dr:/ A-dr—l—/ A -dr.
r (2v/2,0) P

/P A -dr = ®(P) — ®(2v/2,0) = —3(8Y%)
(2v3,0)

Vi har nu

och

(02v2)
/ A -dr = 3((0,2v/2)) — ®(P) = —3(8).
P

Saledes har vi

/A -dr = —6(8Y/9).
T
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