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TATA 44 Vektoranalys. TEN 1.
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Varje uppgift kan ge 0, 1, 2 eller 3 podng. En uppgift rdknas som godkénd om den bedémts med minst
2 podng. For betyget n, n = 3,4, 5, krivs 3n — 1 poéng och n godkénda uppgifter.

Tillatet hjalpmedel: Formelbladet i vektoranalys. Ingen riknedosa tillaten.

Losningar till tentamen aterfinns efter skrivtidens slut pa kursens hemsidor.

1. Berikna arean av den del av paraboloiden z = 2 — 22 — y? som ligger innanfor konen

z=/x%+ >

2. Berikna kurvintegralen /A cdr dir A = (P +22) 2+ (22 +22) g+ (@ +y*) 2 och T ér
r

randen till ytstycket 2? +3* + 22 =9, x,y,z > 0. I' genomlops moturs sett fran (17,17,17).

3. Berékna flodet av vektorfiltet A = yz 2+ x2 42y 2 genom ytan x+2y+32 =6, z,y,z2 >0
i riktningen som ges genom n - 2 > 0.

4. Bestdam en potential for vektorféltet

(1 —p*2%cos? ¢ . 2%sin2¢ . 2zpcos®o .
- — z
1+ 7 12 1+ 02

och beridkna kurvintegralen / A - dr dar I' &r skdrningskurvan mellan planet © +y + 2 = 3 och
r

konen z = 24/22 + y? med x > 0 och I' genoml6ps moturs sett fran punkten (0,0, 17).

]:/A-dr
r
3w Y

e
I' genoml6ps moturs.

5. Berdkna kurvintegralen

diar A = |—y + ¢ och T dr kurvan 2% + 4* = 9 i planet.

6. Berdakna flodet av vektorfaltet

ut ur ytan 2% + 4y 4+ 92° = 16.
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Peter Basarab-Horwath

TATA 44 Vector analysis. TEN 1.
2010-10-23, 08.00-12.00

Each question is marked 0, 1, 2 or 3 points. An answer to a question is deemed to be good if it obtains
at least 2 points. In order to obtain grade n, n = 3,4,5, on the exam you need 3n — 1 points and n
good answers.

You are allowed to use the formula sheet Formelbladet i vektoranalys. No calculators are allowed.
The solutions to the examination will posted on the course homepage after the examination.

1. calculate the area of that part of the paraboloid z = 2 — 2% — y? som which is inside the cone

z=/x?+ 9>

2. Calculate the line integral /A ~dr where A = (2 +2%) 2+ (2® + 23 g+ (2® +y*) 2 and I is
r

the boundary of the surface 2° +y> + 22 =9, z,y,z > 0. I is traversed anti-clockwise as seen

from (17,17,17).

3. Calculate the flow of the vector field A = yz 2+ 2z y+ 2y 2 through the surface x +2y+3z =
6, x,y,z > 0 in the direction which satisfies the condition n - Z > 0.

4. Determine a potential for the vector field

(1 —p?)2%cos?¢p . 2%sin2¢ » N 2zpcos’ ¢
- 2

A —
T+ 7T T 1+ p?

and calculate the line integral / A -dr where I' is the intersection of the plane x4y -+ 2z = 3 and
r

the cone z = 24/22 + y? with > 0 and I is traversed anti-clockwise as seen from (0,0, 17).

I:/A-dr
r

Y
(322 + y2)1/2

5. Calculate the line integral

3z R
(322 + y2)1/2 AT
the plane. I' is traversed anti-clockwise.

where A = |—y + ] ¢ and I is the curve 2° +4*> = 9 in

6. Calculate the flow of the vector field

A=V !
V2 +y?+ 22

outwards through the surface 2 4 4% 4+ 92° = 16.



TATAA44 6sningar till tentamen 13/01/2011.

1.) Paraboloiden z = 2 — 2 — 9/ skiir konen z = /22 +y2 d& /22 + 12 = 2 — 2> — y*. Med
p= Va2 +y?daidr p® +p—2 =0 vilket ger (p +2)(p — 1) = 0. Saledes &r p = 1 ty p > 0. Vi
betecknar den del av paraboloiden som ligger innanfor konen med S, och S parametriseras av
ortsvektorn r(x,y) = (z,y,2 — 2° —y?) déir (z,y) € D och D : 2> +4? < 1. Den sokta arean &r

nu
A= [ as
s
:/D\r; x 1 |dxdy

= / 1+ 42?2 + 4y2dady
D

= [z =pcos¢, y=psing, 0< p<1, 0<¢< 2]

1 2T
:/ (/ \/1+4p2d¢>dp
0 0
1
:27r/ V1+4p?dp
0

= [u=1+4p%]

5
:E/ u'2du
4y

= %[5\/3— 1].

2.) En enkel rikning ger V x A = (2(y — 2),2(z — x),2(z — y)). Enligt Stokes’ Sats géller

/A dr—/ V x A-ndS

r r
dir S betecknar ytstycket o2 4+13° + 2% = 9, x,y,z > 0. Observera att i vart fall dr 7 = ﬂ =3
r
eftersom S &r en del av sfiren 2 + y* + 22 = 9. Vi har nu

1 2(y — 2) x
VXA -n=-|2(z—2x)| - |y| =0
3 2(x —y) z

och da erhaller vi

/A-dr:O.
r

3.) Losning 1: Lat Si, S, S3 beteckna foljande ytor: Sy : 2 = 0, =z + 2y < 6, x,y > 0,
So:y=0,24+32<6,x,2>0,0ch S3:2=0,2y+32<6,y,z>0. Lat V vara den kropp
som S : x + 2y + 3z = 6 samt Sy, Sy, S3 omsluter (z,y,z > 0). Enligt Gauss’ Sats géller

// A-ﬁdS:///V~AdV:0
S+S51+S2+S53 \%

ty V- A =0. I denna ytintegral pekar n ut ur V. Saledes har vi
1



//A-flds—/ A-ﬁ1d51+/ A-ﬁgdSQ—i—/ A - n3dSs
S S Sa S3

dér ny = 2, ny = 9, ng = 2. Vidare har vi

/ A - ndS = // (0,0,zy) - (0,0, 1)dzdy
S1 x+2y<6, z,y>0

3 6—2y
e
0 0

27

=5

/ A - nodSy = // (0,22,0) - (0,1,0)dzdz
Sa +32<6, x,2>0

2 632
= / </ xzda:) dz
0 0

= 6.

/ A - f3dS3 = // (yz,0,0) - (1,0,0)dydz
Ss3 2y+32<6,y,2>0

2 3-3
= / / yzdy | dz
0 0

NN GV

Slutligen erhaller vi

//A-ﬁdSle.
S

2
Losning 2: Parametrisera ytan S : z+2y+ 3z = 6 med ortsvektorn r(z,y) = (z,y,2 — r_ —y)

3 3
dar (z,y) € D:x 42y <6, z,y > 0. Da har vi



// A - ndS = // A(r(z,y)) - (v, x r,)dxdy
S D
_ xy  2y? 2 2y 12
—//D <2y 3 3 ,2x 3 3 ,xy) (3,3,1> dxdy

) 3 6—2y
:5/ </ [6x+3y—x2—y2+23:y}dx)dy
o \Jo

2 3 IS z=6—2y
:—/ 322 + 3zy — — —ay® + 2%y dy
9 0 3 =0
2 [? 26y°
- —/ 36 + 54y — 48y* + —2 | dy
9/, 3
2 13y*7°
— 2136y + 27y® — 16¢° + 2
9 6 |,
= 21.
4.) I cylinder koordinater har vi
A =V(p,o,2)
av vilket det foljer att
o — (1 —p?)z%cos? ¢ o — _pzz sin2¢ ., 22p cos® ¢
p (1+ p2)2 T 1+p27 7 1+p2
9 2 2 2
Ekvationen @ = %O;QJ) ger ¢ = % + g(p, ¢). Insittning av detta uttryck i @), =
2 6 9 2 2
—p% ger gl (p,¢) = 0 och di ir & = % + g(p). Insittning av detta i @/, =
1 — p2)22 cos?
( (flzp;):gs ¢ ger g, = 0 och da erhaller vi att
b — 22pcos? ¢ Lo
1+ p?

dédr C' ar en godtycklig konstant.

Kurvan I' 4r skédrningen mellan z + y + z = 3 och z = 24/2% + y? med x > 0 och saledes
ligger dndpunkterna i planet = = 0: startpunkten P motsvarar ¢ = —m/2 och slutpunkten Q
svara mot ¢ = /2. Eftersom A = V® da &r

/A-dr:@(Q)—CD(P) =0

r

ty ¢ = —7m/21 Poch ¢ =7/21Q.

5.) Vektorfltdet A &r summan av tva vektorfalt: A = A; + A, dér

3z - Y .
(3x2—|—y2)1/2 (3x2+y2)1/2y'

/A-dr:/A1~dr+/A2-dr.
r r r

Ay =—yr 42y, A=
Vi har



4

Vi har enligt Greens Sats

/A1 -dr = // 2dxdy = 187.
r 22 4+y2<9

For att behandla A, 1at I'; vara kurvan 322+ = 9 (som ligger innanfor I') och beteckna med
D; omradet mellan I' och I';. Enligt Greens Sats har vi da att

B 0 Y 0 3z B
oo~ [, 15 () - 3 (G )| o=

av vilket det foljer att
/Ag-dr:/AQ-dr
r r

dér bade I" och I'y genomlops medurs. Parametrisera I'; med ortsvektorn r(¢) = V3 cos OT +
3sin¢ ¢ med ¢ : 0 — 27. Vi har di Ay(r(¢)) = V/3cos ¢4 + sin ¢ och kurvintegralen ér nu

Avir= [ Aste(o) )i
:/02” {\@cosqb} , [—\/gsinﬂ 0o

sin ¢ 3cos ¢

I'

=0.

och vi erhaller

/A-dr:187r.
r

6.) Losning 1: Vektorfiltet dr singulért i (0,0,0). I rymdpoléra koordinater har vi

A

A=V(E) =2

r r2’

Vi har da
1 0 .
= Zemaor Smf =0

for r # 0. Satt Sy : 22 4+ y? + 22 = 1 och 1at V beteckna kroppen mellan S; och paraboloiden
22 + 4y? 4 622 = 9. Enligt Gauss’ Sats har vi da att

// A~ﬁd5+/ A-ﬁldSI:// V-AdV =0
22 4+4y2+4922 S1 \%

dér normalerna n och ny pekar ut ur V. Vi kan da skriva det skota flodet som

@:// A-ﬁdS:/ A -nydS;
x2+4y2+922 S1

dér n; nu pekar ut ur sfaren S;. Vi har dS; = sinfdfdp med 0 < 6 < 7w, 0 < ¢ < 27 och
ny = 7. Pa Sy &r A = —7 (se ovan) och saledes har vi

V-A



b = / A -0 dS,
S1

_ /0% (/()W(—f-fsinecw) dop

= 27 / sin 6 df
0
= —4m.
Losning 2: Vi kan skriva
r
A — —ﬁ

dirr = (z,9,2) och r = /22 + 92 + 22. Sétt S : 2® +4y* + 922 = 16 och S} = 2* +9° + 2> = 1.

Enligt Gauss’ Sats giller att
/ A-ﬁdS:///V-AdV
S+51 1%

déar V' ar omradet mellan S; och S och n pekar ut ur V. En enkel rikning ger V- A =01 alla
punkter dér (z,y,z) # (0,0,0) och i synnerhet inom V. Saledes har vi

//A~ﬁdS:/ A - n;dS;
S S1

o . o .. . . T .. .. o o
dér pekar ut ur S; bort fran origo. Pa Sy &r r = 1 och ny = 7 = — ty S] ar en sfiar. Da erhaller
r

vi att

r r
A . N = ——_—— - —1 2 p— —1
m r3 /r ’

//A-ﬁdS:—// dS| = —4r
S S

ty arean av en sfir med radie R dr 4w R>.

och da ar
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