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Varje uppgift kan ge 0, 1, 2 eller 3 podng. En uppgift rdknas som godkénd om den bedémts med minst
2 podng. For betyget n, n = 3,4, 5, krivs 3n — 1 poéng och n godkénda uppgifter.

Tillatet hjalpmedel: Formelbladet i vektoranalys. Ingen riknedosa tillaten.

Losningar till tentamen aterfinns efter skrivtidens slut pa kursens hemsidor.

1. Beriikna arean av den del av konen z = 3 — 2y/22 + y? som ligger innanfér paraboloiden
2, 2
z=x"+y".

2. Berédkna kurvintegralen / A - dr diar A = —yzx + xzy + xy 2z och I' ar skdrningskurvan
r
mellan planet o +y + z = 3 och cylindern x> + y* = 9. T genomlops moturs sett fran (0,0, 51).

3. Beriikna flodet av vektorfiltet A = zy? 24+y2? §+2%2 2 genom ytan 2 +y*+2° =1, z,y,2 >
0 i riktningen som ges genom 7 - 2 > 0.

4. Bestam en potential for vektorfiltet

(1 —7?)cos¢sinf . cospcosh . sing -
7 _
(14 1r2)2 142 142

och berdkna kurvintegralen / A - dr dar I' ar skdrningskurvan mellan planet x = y och el-
r

lipsoiden x? 4+ 4y* + 52*> = 25 med z,y,z > 0 och I' genomldps moturs sett fran punkten
(—1,-2,0).

5. Berdkna kurvintegralen

x 4y
= d d
/p R R R
dér ' &r den del av den réta linjen z +y = 1 med z,y > 0 i xzy-planet och y : 0 — 1.

6. Berakna flodet av vektorfaltet

A x Y z
- (y2 + 22)3/2’ (yz n Zz)g/z’ (y2 4 22)3/2

uturytanx:y2+z2med0§x§1s§iattﬁ-:2’<0.
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Each question is marked 0, 1, 2 or 3 points. An answer to a question is deemed to be good if it obtains
at least 2 points. In order to obtain grade n, n = 3,4,5, on the exam you need 3n — 1 points and n
good answers.

You are allowed to use the formula sheet Formelbladet i vektoranalys. No calculators are allowed.
The solutions to the examination will posted on the course homepage after the examination.

1. Calculate the area of that part of the cone z = 3—2+/22 + y? which lies within the paraboloid

z =2 + 97

2. Calculate the line integral /A -dr where A = —yzZ + 22y + 2y 2 and I is the curve given
r

by the intersection of the plane z + vy 4+ z = 3 and the cylinder 2* + y* = 9. T is traversed
anticlockwise as seen from (0,0, 51).

3. Calculate the flux of the vector field A = xy? #+y2% 4222 2 through the surface 22 +1°+ 2% =
1, x,y,z > 0 in the direction defiend by n - Z > 0.

4. Find a potential function for the vector field

(1 —7r%)cos¢sinf = cosgcosh,  sing (ﬁ
T _
(1472) 1472 1472

A:

and calculate the line integral / A - dr where T is given by the intersection of the plane z =y
r

and the ellipsoid x? + 4y* + 52% = 25 with z,y, 2 > 0 and T is traversed anticlockwise as seen

from (—1,-2,0).

5. Calculate the line integral

x 4y
I = d
/F(xQ + 4y2)3/2 T+ (22 + 4y2)3/2
where I' that part of the straight line z + y = 1 with x,y > 0 in the xy-plane and y : 0 — 1.

dy

6. Calculate the flux of the vector field

B x Y z
- (2 + 22)372" (2 + 22)3/2" (y? + 22)3/2
out of the surface x = y2 + 22 with 0 < 2 < 1 so that 7+ 2 < 0.



TATA44 Losningar till tentamen 23/10/2010.

1.) Lat S beteckna den del av konen z = 3—2+/22 + y? som &r innanfér paraboloiden z = 242,

Konen skir paraboloiden da 2?4y = 3—2+/22 4+ y2 och med p = y/22 + y2 sd har vi p* = 3—2p
eller p? +2p — 3 = 0 vilket ger (p — 1)(p +3) = 0 och saledes dr p = 1. Av detta foljer att S ir
den del av konen for vilken 1 < z < 3 och 22 +¢y? < 1. Sitt D : 0 < p<1,0<¢<2m Vi
parametriserar S med ortsvektorn r(p, ¢) = (pcos ¢, psin¢,3 — 2p) dar (p,¢) € D. Observera
att 1/, x rj, = (2pcos ¢, 2psin @, p). Arean av S &r

A:[L%
:[émxgmm¢
VB[ ([ o)
B

2.) Enligt Stokes Sats har vi

/Awhz/(VXMﬁMS
T S

dér S &r den del av planet = + y + z = 3 som avgrinsas av I' (och &r innanfor cylindern
2*4+y* = 9) och 7 &r en enhetsnormal till S. I genomldps moturs sett fran (0,0, 51) och 7 maste
da ha positiv z-komponent sa att S ligger till vinster om den riktning i vilken I" genoml6ps.
Vi parametriserar S med hjilp av ortsvektorn r(z,y) = (z,v,3 — x — y) med (z,y) € D déar
D:a®+y*<9. Viharrl xr, = (1,1,1) och V x A = (0, =2y, 2z) = (0, —2y,6 — 2z — 2y) pa

S. Nu far vi
/A-a:/'wayﬁw
r S

://(VXA)-(r’xxr’y)dmdy

// —2y,6 —2x —2y) - (1,1,1)dxdy

// — 2z — dy)dzx dy

=[x =pcoso, y=psing, 0<p<3, 0< ¢ < 27]

3 21
:/ (/ (6 — 2pcos ¢ — 4psin @] d¢> pdp
0 0

= b4r.

3.) Lat V vara den kropp som avgrinsas av ytan S : 2> +y*+ 2% = 1, 2,9,z > 0 och sidoytorna
Si x4+t =1,2,y>0,2=0 89y +22=1,4,2>0,2=0,5:2°+2>°=1, z,2 >
0, y = 0. Vi soker flodet & = // A - ndS dar n pekar ut fran V' (ty da ar n- 2 > 0). Enligt

g
Gauss Sats har vi



// A~ﬁd5:///V~AdV
S+S1+S2+S3 4

for flodet av A ut ur V. Pa S; dr 2 = (0,0, —1) medan A = (zy°,0,0) och da &r A-7n = 0 pa S;.
Pa S, dr 7 = (—1,0,0) medan A = (0,y2*,0) och da &r A -7 = 0 pa Sy. Pa S3 ér 7 = (0, —1,0)
medan A = (0,0,2%2) och da ir A -7 = 0 pa S3. Av detta foljer att A-ndS =0

. o o e e SI+S2+SB
och vi far da att flodet ar

://A-fzdS:// V-AdV
/// 2?4y + ) dudydz

=[x =rcos¢sinb, y=rsingsinf, z=cosf, 0<r<1,0<0<7/2, 0< ¢ <7/2]

1
:E/ ridr
2 Jo

_7T
107

4.) A ar ett potentialfilt om det finns en funktion ® med A = V®. I sfariska poldra koordinater
far vi da att

0P 18<I>é 1 _<I>

A=—r+-—— 5
or rr r 00 +rsin08¢¢
av vilket vi erhaller ekvationssytemet
o — (1 —7?)cos ¢sinf , _ rcos¢cost o — 7 sin ¢ sin 6
e T S AP
Integrering av den tredje ekvationen ger
r Ccos ¢ sin 0
O(r, 0 _— 0
r:0.9) = S o),
Inséttning av detta i den andra ekviationen ger g, = 0 vilket ger
7 Cos ¢ sin 6
O(r,0,0) = ————— .
(r,6.6) = 25 4 g0
Inséttning av detta uttryck i den forsta ekvationen ger ¢'(r) = 0 och vi erhéller da
7 oS ¢ sin 6
O(r,0,9) = ———+C
(T7 ) ¢) 1 + r2 +

dar C' dr en godtycklig konstant.

Kurvan F ar skirningen mellan planet x y och ytan 22+ 4y* + 522 =25 med z,y, 2 > 0. Da

ar 22 + 22 = 5 (inséttning av o = y i 2% + 4y + 52% = 25) och vi ser att denna kurva skiir xy-

planet i (v/5,v/5,0) och z-axeln i (0,0, v5). Eftersom I' genomldps moturs sett fran (—1, —2,0)

da ar (\/5, V5, 0) startpunkten och (0,0, \/5) ar dndpunkten. T sfariska koordinater har vi déa

(r,0,¢) = (vV10,7/2,7/4) som startpunkten och (r,8, ) = (v/5,0,7/4) som #ndpunkt. Vi har
V5

/A - dr = ®(V/5,0,7/4) — d(V10,7/2,7/4) = 7
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4
5.) Losning 1: Kurvintegralen kan skrivas som / A-dr med A = ( o 4y 2 (2 1 ijy )3/2>

Observera att A &r ett potentialfilt i det omrade dir (z,y) # (0,0) eftersom
0 4y 0 x

%(ﬁ + 492)3/2 - 8_3/(962 + 492)3/2
i alla punkter dar (z,y) # (0,0). Da & A = V® med
_ 1
(22 + 4y2)1/2

i varje enkelt sammanhéingande omrade som utesluter origo (0, 0). Ett sadant omrade dr omradet
1/2 <z +y < 3/2 som innehaller linjen x + y = 1, och vi erhéller

1
/A-dr: ®(0,1) — ¢(1,0) = —.
r 2
Lo6sning 2: Ligg till kurvorna I'y 01 < 2 <2, y = 0och I'y : 22 +4y*> = 4, x,y > 0. Da
ir 'y + Ty + T en enkel, sluten styckvis C'-kurva som omsluter det enkelt sammanhingande
omradet D : x4+y > 1, 22 +4y* <4, x,y > 0. Enligt Greens formel giller

0 x
A-dr = - = dudy = 0
/rl+r2+r ' // (8:6 x? + 4y )32 Oy (22 + 4y2)3/2> ray

da I’y + Ty + T genoml6ps moturs (och da genomlops T fran (0,1) till (1,0)). Av detta foljer att

/A-dr: A - dr + A -dr
r I I'a

dér T' genomléps nu fran (1,0) till (0,1) och I'; och T'y genoml6ps moturs.
Vi har

x 4y
A . dr = d d
/F1 r /F1 (22 + 4y2)3/2 T+ (22 + 4923/ Yy
=[1<z<2 y=0]
2de 1

11'2 2

och

4
_AM:/ Y _de+ LA
Ty (

b (22 + 42)3/2 (22 + 4y2)3/2
= [v=2cos¢, y=sing, 0< ¢ < 7]

=0
av vilket det foljer att

1
/A-dr:—
r 2

Anmairkning: Har finns det manga varianter. En annan mojlighet ar att lagga till tva strackor
IN:x=1,0<y<lochl'ys:y=1, 0<z <1 For att tillimpa Greens formel ska man
genomlopa [I' + I'y + ['s moturs, och da ar den sdkta kurvintegralen lika med kurvintegralen
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langs I'; 4+ I's (moturs). Under inga omsténdigheter ska man ta strickor som har origo som
andpunkt, for da dr de integraler som uppstar divergenta.

Losning 3: En direkt parametrisering av strickan ger ortsvektorn for punkter pa I' som r(y) =
(1 —y,y) med y : 0 — 1. Da &r kurvintegralen

/A dr—/ Alr (y)dy
1—y 4y
o . _1 ].d
/o <<5y2—2y+1>3/2’<5y2—2y+1>3/2> (1 dy

/1 oy — 1
o (5y* — 2y + 1)3/2
= [u=5y* -2y +1, du = (10y — 2)dy]

_1 4 du
T 2), w2

N —

6.) Vektorfiltet A #r singulirt pa x-axeln. Lat S, beteckna ytan z = 3> + 2%, 0 < <2 <1,
och lat S vara den givna ytan x = y2 + 22, 0 <z < 1. Vi har da det sokta flodet ® som

_/ A~ﬁdS_lim// A -, dS..
5 e—0 S.

Parametrisera S, med ortsvektorn r(p, o) = (p p COS @, psin ¢) dar (p,¢) € D med D : € <
p <1, 0< ¢ <2m. Vlharr ><r = (p, —2p*cos ¢, —2p*sin¢). Vi ska ha 7 - & < 0 och da
maste vi vilja 7 = —(r), X r¢)/Hr >< r);|| av vilket det nu féljer att har vi

/ A-ﬁedsez—//A-(r;xr;)dpd¢
Se

1 cos¢ sing .
// S, —) - (=p 207 cos ¢, 2p° sin @) dp d¢

- s

=27(1 —e).

Slutligen erhaller vi

:/ A - ndS =lim A -n.dS, = 2.
s

e—0 S.
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