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Varje uppgift kan ge 0, 1, 2 eller 3 podng. En uppgift riknas som godkéind om den bedémts med minst
2 poing. For betyget n, n = 3,4, 5, krivs 3n — 1 podng och n godkinda uppgifter.

Tillatet hjalpmedel: Formelbladet i vektoranalys. Ingen riknedosa tillaten.

Losningar till tentamen aterfinns efter skrivtidens slut pa kursens hemsidor.

1. Beriikna arean av det ytstycke S som definieras genom ortsvektorn r(s,t) = (s cost, ssint, s?)
med 0 < s <t, 0<t<1. Motivera noga.

2. Berikna flodet av vektorfiltet A = (z° 4+ y*)X + (y° + 22)y + (2® + y*)2z genom konen
S:z=2—+/22+y?>med z >0 och n-z >0 diar n ar enhetsnormalen till S.

3. Berékna kurvintegralen /A dr dir A = 22%x + (vy* + 22)y + (zy + 2)z och I ir kurvan
D =T+l +T3medly : 2 =0, y*+2° =1, 2>0,y: -1 = 1;T5:2=0, 2+y =1, y: 1 = 0;
I's:2=0,z—y=1y:0— —1.

4. For vilka konstanter a, b &r vektorfiltet A = (azy + 2°)% + 222y + (32° + bx2)z ett
potentialfalt? Berdkna for dessa viarden integralen [ A -dr dér I' 4r en godtycklig kurva med

startpunkt i (0,0,0) och &ndpunkt i (1,1,0).

x N ~
5. Berdkna flodet av vektorfaltet A = X+ Y y genom ytan S : x?+1y? = 241, 0 <
x2 + yQ CE2 + y2

z<lsaattn-z>0 dir n ar enhetsnormalen till S. Motivera noga.

6. I' ar skirningskurvan mellan planet z = 2 och den elliptiska cylindern 2% 4 4y = 4. Beriikna

/A -dr med A = x2_—|—yy2§< + inyQy. [' genomlops moturs sett fran punkten (0,0, 39).

r
Motivera noga.



TATAA44 Losningar till tentamen 27/08/2010.

1.) Arean A av ytstycket S ges av formeln

:/ vl x r}|dsdt
D

dir D:0<s <t 0<t<1.En enkel rikning ger r’, x r, = (—2s”cost, —2s’sint, s) av vilket
det foljer att

:/01 (/Otsmds)dt
:/1 (/tsmds)dt
= 5 [ e )

diir det sista steget fas genom variabelbytet u = 1 + 4s?. Integralen

1
/ (14 4¢%)3%at
0

behandlas med Hermites Rotansats. Vi har

1 1 2\2
/(1+4t2)3/2dt:/ (Gl
0 0

42 + 1

och vi sitter

/(1+4t2)2 B 16t4+8t2+1
Va2 + 1 412 +
At? + Bt? + Ct + D)V 42 + +/
= ( W et
enligt Hermites Rotansats . Derivering i V.L. och H.L. ger
16t* 4+ 8t2 +1 4t(At? + Bt* + Ct + D K
O Y (34 4+ 2Bt + VAR T 1+ (AF+ B+ Ct+ D) |
42 +1 442 + 1 442 + 1

av vilket det foljer att

16t* 4+ 8t° + 1 = (3At* + 2Bt + O) (4> + 1) + 4t(At* + Bt + Ct + D) + K

som ger

16t* + 8% + 1 = 16At"* + 12Bt* + (3A + 8C)t* + (2B +4D)t + C + K
ochvifar A=1, B=D=0, C=5/8, K =3/8. Da ir
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(14 4t%)? 5 Bt 3 / 1
~ L dt=(t"4+ = WAt + 1+ - | ——dt
/ 462 + 1 ( 8) 8J Va2 +1

dt berdknas sa har:

1
/\/4t2+1
1 1 1 1
—dt = =2t = - dw = =1 241 L
/ T [w ] /2 _w2+1w 2n[w+\/w+ ]+

dér det sista steget dr en standardintegral (Persson och Boiers) och L dr en konstant. Vi far da

Integralen

(1 + 412)° - 2
/Wdt G )\/‘“7+—/ln[2t+m]

och da ar

P14 4e2)? 1
/Mdtzgx/h%ln[ﬂx/ﬁ]
0

412 + 1

och vi far
13 1 1
= —96\/5—}— 8 In[2 + \/5] T 1o

2.) Losning 1: Ligg till ytan S; : 22 +y* < 4, z = 0 med enhetsnormal ny. Da #ir ytan S+ S
sluten och om V betecknar omradet som omsluts av S och S; sa har vi, enligt GGauss’ Sats,

//A'ﬁdSJr/ A~rf1d51:// V- AdV.
s 51 v

Hér pekar enhetsnormalerna n och ny ut ur kroppen V', enligt férutsattningarna i Gauss’ Sats.
En enkel undersokning visar att villkoret n - z > 0 gor att n pekar ut ur kroppen V.
En enkel rikning ger V- A = 2(x + y) och vi far

/SR B (e

- / /0<x2+y2<4[2 — V22 + )| (x + y)dady
=0

efter ett variablebyte till poldra koordinater x = rcos¢, y = rsing, med 0 <r <2, 0 < ¢ <
2w, och en sedvanlig integration. Da har vi att flodet ¢ ges genom

:/ A.ﬁdS:—/ A -n;dS,.
S Sy

Vi vet att n; pekar i negativ z-riktning och da pekar —n; pekar i positiv z-riktning. Saledes

har vi
d = / A - 2dS, = // (z° + y?)dS;.
Sl Sl

S, &r cirkelskivan 0 < z2 + y2 < 4 och en enkel rdkning med plana polidra koordinater ger
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® = 8.

Losning 2: Det gar (med ihdrdig rakning) att berdkna flodet utan Gauss’ Sats. Flodet definieras

av integralen
b = // A -ndS.
S

(z,9,2— /22 +y2) med D : 2? +* < 4 eftersom vi
x

(\/x2+y2’ Va2 +y?

Ortsvektorn for punkter pa S &r r(z,y)

;1) och vi har - (r}, x ) =

ska ha z > 0. En enkel rikning ger r, x r,

1>0.

@://A-ﬁds
s
:// A - (), x v} )dxdy
D
2

4
:// <a:\/x2—|—y2+y[\/x2+y2+ - Y —4]+:L‘2—|—y2> dzdy.
r24+y2<4

V2 +y?r 2 42

Byt till polara koordinater: x = r cos ¢, y = rsin ¢ och vi erhaller

2 20
D= / (/ [r®cos ¢+ (r® — 4r® + 4r) sin ¢ + r® sin® ¢ + TS]dgb) dr
0 0
2
= 27r/ r3dr
0
= 8.
2m 27 2m )
OBS: Har har vi anvint oss av det faktum att / cos ¢pdo = / sin pd¢p = / sin® ¢dg = 0.
0 0 0

3.) Vi har

/A-dr: A -dr+ A -dr + A - dr.
T I Iy

T's
For I'y sétter vi y = cosf, z = sinf med 6 : m# — 0 sa att y : —1 — 1. Ortsvektorn for I'; &r
r(f) = (0,cos6,sinfd) och vi har da

0
A - dr = / (0,2sin0,sin0) - r'(6)do
I T
0
= / (0,2sin#,sinf) - (0, —sin b, cos 0)df
0
= / [cos O sin § — 2sin” §]df

0
:/ [cos 20 — 1]df

= T.



For Iy &r ortsvektorn r(y) = (1 — y,y,0) och y : 1 — 0 vilket ger att

A-dr— / (0,52(1 - 9).y(1 —9)) - '(y)dy

Iy

_ / (0,5°(1 — ), y(1 — y)) - (=1,1,0)dy

0
=/ y* (1 —y)dy
1
1
12°

For I's &r ortsvektorn r(y) = (1 4+ y,y,0) och y : 0 — —1 vilket ger att

A -dr= /0 0,1 +y),y(1+y) - r'(y)dy

s

— /0_ (0,4 (1 +y),y(1+y)) - (1,1,0)dy

-1
=/ v (14 y)dy
0
1

12

1
A-dr=m—-.
/ ;

4.)Med A = (f(z,y,2), 9(z,y, 2), h(z,y, 2)), dir f(z,y,2) = avy+2%, g(z,y, 2) = 22%, h(z,y,2)
322 + baz, villkoren for att A #r ett potentialfilt dr att [y = Gu 2 =N, g. = hy,. (Det gar
dven att anvinda kriteriet V x A = 0 i det hér fallet, men denna metod &r speciell for tre
dimensioner eftersom kryssprodukten &r inte véldefinierad for andra dimensioner.) Detta ger
ekvationerna 4x = az, 2z = bz som ska gélla for (z,y, ) i ett enkelt sammanhéngande omrade.
Da har vi a =4, b= 2. Nu soker vi en funktion ®(z,y, z) sadan att

Vi erhéller

O =day+ 2, @, =227, @, =32+ 2z
Om vi integrerar @) = 22% si erhaller vi ®(x,y,2) = 22°y + K(z,2). Insittning av denna
ekvation i ®, = 4y + 2 ger K., = 2* av vilket det foljer att K. = z* och vi far K(x,z) =
2% + L(z), som i sin tur ger ®(z,y,2) = 22%y + x2° + L(2). Insittning av den sistnimnda
ekvationen i ®, = 32% + 2xz ger L'(z) = 32% och da &r L(z) = z* + C med C en godtycklig
konstant. Saledes har vi

O(z,y,2) = 22%y + 22° + 2° + C.

Integralen
/A Cdr = &(1,1,0) — (0,0, 0)
r
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eftersom A ir ett potentialfilt med potential ®(z,y, z) = 22*y+22°+2° +C och kurvintegralen
ar darmed oberoende av vigen mellan kurvans &ndpunkter. Vi erhaller

/A-dr:2.
r

5.) Ortsvektorn for punkter pa ytan S &r r(z,y) = (z,y,2” + y* — 1) och vektorn r/, x rj, =
(—2x,—2y,1) & en normalvektor till S. Vidare har vi z - (r, x r}) = 1 > 0. Sitt D : (z,y) :
1< a?+ y2 < 2. Flodet av vektorfaltet &r

o~ [[ anas
S
I//A-(r;xr;)dxdy
D
L )
- 0)-(—2x,—2y,1)dad
//1§x2+y2§2 <$2+y2’:€2+y2’ ) (=2, =2y, 1) dxdy

=2 // dxdy
1<a?+y?2<2

= 2.

6.) Vektorfiltet A &r singulirt pa z-axeln. I 6vriga punkter far vi V x A = 0. Vilj en sluten
kurva C : z? +y* = 1, z = 0 som &r inom omradet dir 2* + y* # 0 och da utgér I' och C
randen till en yta S inom omradet > + y* # 0 (rita en figur). Enligt Stokes’ Sats giller

/A~dr+/A-dr://(VxA)~ﬁdS:0
T C S

eftersom V x A = 0. Observera att I' och C' genomlops sa att S ar alltid till vinster om den
riktning i vilken kurvan genomléps. Pa C' 4r A = (—y, z,0) och vi parametriserar C' genom att
sitta x = cosf, y =sinf, z =0 med 0 < 6 < 27. Ortsvektorn for C &r r(6) = (cosd,sin0,0).
Eftersom I' genomléps moturs sett fran punkten (0,0,39) sa genomlops C' medurs sett fran
samma punkt, och da har vi ¢ : 27 — 0, som ger nu

/A~dr:—/A-dr
r c
0

=— [ A-r'(0)do

2

2m
:/ (—sin#,cos6,0) - (—sinb, cos @, 0)dd
0

27
:/ db
0

= 2.
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