LINKOPINGS UNIVERSITET
Matematiska institutionen
Peter Basarab-Horwath

TATA 44 Vektoranalys/ TEN 1.
2010-01-15, kl 14.00-18.00

Varje uppgift kan ge 0, 1, 2 eller 3 podng. En uppgift riknas som godkéind om den bedémts med minst
2 poing. For betyget n, n = 3,4, 5, krivs 3n — 1 podng och n godkinda uppgifter.

Tillatet hjalpmedel: Formelbladet i vektoranalys. Ingen riknedosa tillaten.

Losningar till tentamen aterfinns efter skrivtidens slut pa kursens hemsidor.

1) Berékna kurvintegralen / A - dr diar A = y& — xy + zZ och I' ar skidrningskurvan mellan
planet = + y + z = 1 och cylindern 2 + y* = 1. I’ genoml6ps moturs sett fran (0,0, 17)

2) Bestdm en potential till vektorfaltet

A(x,y, 2) = (20 + 2) cos(x® + 22)& — (2 + 1) sin(y + y2)§ + [z cos(z® + x2) — ysin(y + y2)]2
t
och beridkna kurvintegralen / A - dr dir T dr kurvan r(t) = 2% + %) + (7t — sin %)z med
t:0— 1

3) Berékna

J R L

r

dir T &r kurvan 22 +y? =1, y > 0. T’ genomlops moturs.

4) Berskna flodet av vektorfiltet A = x& — 2yi) + 22 genom ytan (z — 1) 4+ >+ 22 =1, y > 0.

5) Beriikna flodet av vektorfiltet A = 24 + y§ — 222 ut ur den del av ytan 2z = 2% + y* som
uppfyller 2% + y? + 2% < 3.

6) Beridkna flodet av vektorfaltet A = —a: + yggj + —z ut ur ytan 522 + 10y* + 152% = 100 dar

r=+x%+y>+ 22



TATA44 Losningar till tentamen 15/01/2010.

1.)Losning 1: Enligt Stokes’” Sats dr

/FA-dr://S(VxA)-ﬁdS,

dir S #r den del av planet z 4+ y + 2z = 1 innanfér cylindern 2> +4*> = 1, och A fir en
enhetsnormal till S da T' genomléps moturs (sett fran punkten (0,0,17)). En parametrisering
av S #r r(z,y) = (z,y,1 — 2 —y) med (z,y) € D och D : 2* + > < 1. Vi har nu

/FA~dr://S(V><A)-ﬁdS

_ //D(v X A) - (x, x ' )drdy
_ //D(o,o, 9) . (1,1, 1)dxdy

——2// dxdy
D

= 2.

Losning 2: Parametrisera kurvan [ genom att sitta x = cos¢, y =sin¢ och 2 =1 —cos¢p —
sin ¢ med 0 < ¢ < 27. Ortsvektorn for punkter pa I' 4r nu r(¢) = (cos ¢, sin ¢, 1 — cos ¢ —sin ¢).
Vi har da A = (sin ¢, — cos ¢, 2 — 2(cos ¢ + sin ¢)) och

/FA-dr:/OQWA-r’(qﬁ)dqb
2

= / [—1 4 2(sin ¢ — cos @) + 2(cos® ¢ — sin® ¢)]do

0

27
:/ [—1 + 2(sin ¢ — cos @) + 2 cos 2¢|d¢
0

= —2m.
2.) Lat ®(x,y, z) vara en potential till A, da &r A = V® och detta ger oss ekvationssytemet

®' = 2z + 2)cos(z® + x2) (1)
P, = —(z+1)sin(y +yz) (2)
! = xcos(x? + xz) —ysin(y +yz) (3).
ekvation (1) ger ® = sin(2? + 22) + g(y, 2). Insittning av detta i ekvation (2) ger 9,(y,2) =

—(2+1) sin(y+yz) som ger g(x,y) = cos(y+yz)+h(z). Da dr & = sin(z’+x2)+cos(y+yz)+h(z2),
vilket ger, efter inséittning i ekvation (3), att h'(z) = 0. Saledes har vi

® = sin(z? + 22) + cos(y + yz) + C
dar C' ar en godtycklig konstant. Vi kan vilja C' = 0. Eftersom A ir ett potentialfilt sa ar

/FA dr = D(x(1)) — D(x(0).
1
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Vihar r(1) = (1,1,7 — 1) och r(0) = (0,0, 0) vilket ger

/Awﬂz@@Lr—D—@@ﬂﬁﬁrﬂ.
r

3.) Losning 1: Lat I'; vara kurvan —1 < x < 1, y = 0 som genoml6ps i riktningen z : —1 — 1.
Sitt D : 2? +y* < 1, y > 0. Enligt Greens formel har vi da

/’(%ﬂ4wm+@ﬁﬂf+@@:/7@&@@:—@.
r+I D 2

Saledes ar

3
/(3932 + 4y)dx + (y* + 3y* + 2)dy = —/ (32% + 4y)dz + (y* + 3y* + x)dy — g
r IR
1
= —/ 32%dx — gl
. 2
— 9 T
2

Losning 2: Man kan parametrisera kurvan I' genom att sidtta x = cos¢, y = sin¢ med
¢ :0— 7, och vi far

/(3x2 + dy)dx + (y* + 3y* + x)dy = /W[—(3 cos® ¢ + 4sin @) sin ¢ + (sin* ¢ + 3sin? ¢ + cos ¢) cos ¢|do
r 0

—/ [—3 cos® ¢sin ¢ + sin® ¢ cos ¢ + 3sin® ¢ cos ¢ + 1 — Hsin® ¢]de
0

. 5 T T
= [cos® qﬂg + {SH; ﬂ + + [sin® qﬂg —|—/O (—g - gcos 27r> do
0
37

=2
2

4.) Lésning 1: Observera att V- A = 0 i alla punkter. Lat S vara ytan (z — 1)? + ¢* +
22 =1, y > 0 och S vara ytan (z — 1) + 2> < 1, y = 0. S + S; omsluter halvsfiren
(x—1)2+y*+ 22 <1, y > 0. Enligt Gauss’ Sats giller nu att

// A-ﬁdS://V'AdV:O,
S+S1 1%

dédr n ar en enhetsnormalvektor som pekar ut ur V. Av detta erhaller vi att

//A-ﬁdS:/ A -1, dS,;
S S1

dér n; ar en enhetsnormalvektor som pekar i samma riktning som den positiva y-axeln.
Vi parametriserar S; med r(xz, z) = (2,0, z) dér (x,2) € Doch D : (z — 1)+ 2z*> < 1. Nu har
vi



// A»ﬁldS://A-(r;xr’z)dxdz
S1 D

_ //D(I,O, 2)-(0,1,0)dzdz = 0.

//A-ﬁdSzO.
S

Losning 2: Vi parametriserar ytan S : (z — 1)* +y* + 2% = 1, y > 0 genom ortsvektorn for
punkter pa ytan: r(6, ¢) = (1 + cos ¢sinf, sin ¢sinf,cosf) med 0 < 0 < 7w /2, 0< ¢ < 27w Da
erhaller vi

2r /2
//A~ﬁdS:/ / A - (v} x ) dOdg
S 0 0

2r  pm/2
= / / (14 cos ¢sin 6, —2sin ¢sin #, cos ) - (cos ¢ sin? 8, sin ¢ sin? §, cos § sin 0) dfdg
o Jo

Saledes ar

2 pw/2
= / / (cos ¢ sin? O + sin® O[cos? ¢ — 2sin® ¢] + sin 6 cos §) dOd¢
o Jo
=0
(efter lite ihardigt raknande).

5.) Lésning 1: Lat S vara ytan 2z = 22 + 9%, 2° +9° + 2% < 3. Ytan 2z = 2 + ° skiir
ytan 22 +y* + 2% = 3 da 2z + 2* = 3, vilket ger (2 4+ 1) = 4 och saledes ir z = —1 & 2.
Men 2z = 2% + y* > 0 och detta medfor att z = 1. Alltsa: ytorna skiir varandra lings kurvan
v +9y* =2, z =1 Lat S; vara ytan 2> +9* < 2, 2 = 1 och D = {(z,y) : 2> + 3* < 2} och
V ={(z,y,2): 22 > 2> +y*, 2°+9°+2* < 3}. Enligt Gauss’ Sats har vi

/ A-ﬁdSz//V-AdeO,
S+51 1%

eftersom V - A =0, och da ar
//A~ﬁdS:—/ A -1, dS
S S1

dér n; ar en enhetsnormalvektor som pekar i samma riktning som den positiva z-axeln. Om vi
parametriserar S; med r(z,y) = (x,y,1) med (z,y) € D da har vi

/ A-ﬁldslz—//A~(r;Xr;)dxdy
S1 D
D

—2//dxdy—47r.
D

Lésning 2: Som ovan, lat S vara ytan 2z = 22 + 4%, 2® +y* 4+ 2* < 3. Ytan 2z = 2% + ¢/
skiir ytan 22 4+ y* + 22 = 3 da 2z + 2 = 3, vilket ger (2 + 1)? = 4 och saledes fir z = —1 £ 2.
Men 2z = 2* + 3? > 0 och detta medfor att z = 1. Alltsa: ytorna skir varandra lings kurvan



4
v +y* =2 2z =1 Lat D = {(z,y) : 2° +y* < 2}. Vi parametriserar S med ortsvektorn

x? + y2
r(z,y) = (z,y, 5

kropp som ytan samt cirkeln 2° 4+ y* = 2, z = 1 omsluter) och da har vi 7 - 2 < 0. Observera
att v, x r, = (=2, —y, 1) och vi viljer n = —r), x 1 /|, x r}|. Vi har da

//A-ﬁds_—//A-(r;xr;)dxdy
S D

- // (9, =(@* + %)) - (2,9, ~1)dady

—2// 2? + y?)dxdy

= [infor poldra koordinater z = r cos ¢, y = rsin ¢

=2 /0 /0 r3drdg

= 4.

) med (z,y) € D. Normalen till ytan ska peka ut ur ytan (ut ur den

6.) Vektorfiltet A &r singulirt i (0,0,0). For (z,y, 2) # (0,0,0) & V- A = 0. Lat S beteckna
den givna ytan 52 + 10y? + 1522 = 100, lat S; beteckna ytan 2® + y* + 2> = 1 och lat V
beteckna kroppen mellan ytorna S och S;. Enligt Gauss’ Sats géller

/ A-ﬁdS:/ V.AdV =0,
S+S51 1%

/ A-ﬁdS:/ A-1n;dS;
S S1

dédr n; dr en enhetsnormalvektor som pekar ut ur S;, bort fran origo. Pa S; dr » = 1 och da ar

av vilket vi far att

~ r . .
n; = — =r. Saledes har vi
r

24y2422= 1

_// (2® +y* +2%) dS,
r24y2+422=1
x24y2422=1

ty arean av enhetssfaren ar 4.
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