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Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirédknare). 8/12/16 poéng med minst 3/4/5
uppgifter med minst 2 podng (av 3 mojliga) ger betyg 3/4/5. Léank till 16sningsskiss finns
efter tentamen pa kursens hemsida.

1. Bestdm alla funktioner z(z,y) som uppfyller ekvationssystemet

samt bivillkoret z(0,y) = y* — 2y + 4.

2. Berikna // (3y — 22)(2z — y) dzdy, dar D &r triangeln med horn i (0,0), (2,4)
D
och (3,2).

3. Bestdam alla konstanter A sadana att x — 2y 4+ 2z = A blir ett tangentplan till ytan
x? + 2% + 42 = 16.

4. Avgor om funktionen f har en lokal extrempunkt i origo om

(a) f(z,y,2) =1—2" =y + 27, (1p)
(b) f(z,y) =1+ x? 4 2% + sin(zy). (2p)

5. Bestam storsta och minsta vérdet, om de finns, av funktionen f(z,y) = zy da
2?4 2xy + 4y* <3 och y < .

/// ye_(mQJrz”zJ“ZQ)2 dxdydz
D

déar omradet D ges av olikheterna x > 0, y < 0 och z < 0.

6. Beridkna

7. Bestdm funktionalmatrisen till
(z,y,2) = f(u,v) = (u® +v*,u* — v* sin(u +v))

i punkten (u,v) = (7,0). Bestdm dven ekvationer for tangentplanet till parameter-
ytan (z,y,2) = f(u,v) i punkten f(m,0) pa parameter- och normalform.



Losningsskisser till TATA69 Flervariabelanalys 2019-06-03

1. Fran den forsta ekvationen 2/, = y2e® + 1 far vi z = y?e® + x + k(y). Derivation med avseende
pa y och anvindande av den andra ekvationen z; = 2ye” — 2 ger 2ye” + k'(y) = 2ye” — 2, s4 att
K'(y) = —2, och dérmed k(y) = —2y + c. Det vill siiga z(x,y) = y%e® + x — 2y + c.

Bivillkoret ger nu 2(0,y) = 3?> — 2y +c =y% — 2y + 4, d.vss. c = 4.
Svar: z(z,y) = y?e® +x — 2y + 4.
2. Vi gor variabelbytet

r =3u+2v
y=2u+4v

Notera att detta ar ett inverterbart linjart variabelbyte, och (u,v) = (1,0) ger (z,y) = (3,2),
(u,v) = (0,1) ger (z,y) = (2,4). Alltsd avbildas triangeln 2 i uv-planet pa var triangel D i zy-planet
enligt nedanstaende figur:

Yy
(2,4)
(3,2)
D
X
dz,y) |, 2| 13 2| . . -
dlu,v) Y. Y| |2 4 =8, sa dxdy = 8dudv.

Vidare har vi 2z —y = 2(3u + 2v) — (2u + 4v) = 4u och 3y — 2z = 3(2u + 4v) — 2(3u + 2v) = 8u.

// 3y — 22) (22 — y) dady = // 8v - 4u - 8 dudv
D Q
1 1—u 1 . 1
= 32/ (/ 8uvdv) du = 32/ [4’“”2]1,:5 du = 32/ 4u(1 — u)?du
0o \Jo 0 0

8u3+u41:g
0 3

1
= 32/ (4u — 8u? + 4u?)du = 32 [2u2 - —
0
*) Ett alternativ, som i detta fall blir lite jobbigare, ar att dela upp integralen i tva delar:

2 2z 3 —2248
/O </2$/3(3y — 2x)(2z — y)dy> dx + /2 (/%/3 (3y — 2x)(2x — y)dy> de =

128 160 32

o T Ty

Svar: 32/3.



3. Ytan kan skrivas som niviytan F(z,y,z) = 2% + 2y + 422 = 16. Fér en tangeringspunkt (a, b, c)
giller VF(a,b,c) = (2a,4b,8¢) || (1,—2,2), vilket ger b = —a och ¢ = a/2, som insatt i ytans ekvation
ger 16 = F(a,b,c) = 4a?, d.v.s. a = 2. De tva tangeringspunkterna ér alltsa (a,b, c) = £(2, —-2,1),
och darmed blir A = a — 2b + 2¢ = £8.

Svar: A = +8.
4. (a) Eftersom f(0,0,z) = 1+ 2% uppfyller att f(0,0,2) < £(0,0,0) om z < 0 men f(0,0,2) >
f£(0,0,0) om z > 0 sa har f ingen extrempunkt i origo.
Svar: Origo ar inte en extrempunkt till f.

(b) Vi anviinder att sint =t + O(t?) med ¢t = zy.

flzoy) =14 2% + 29 +sin(zy) = 1+ 2 + y° + (zy + O((xy)?)
=142+ Ty + 2y2 + 0(\(m,y)|6).

Vi ser alltsa att Vf(0,0) = 0, sa det ar en stationdr punkt, och den kvadratiska formen

uppfyller

v
T

Alltsa ar den positivt definit, s& punkten ar en lokal minpunkt.

2 +ay+27° = (v y) (1}2 142) (;:) ’

och berdkna egenvérdena

? +ay+2y° = (z+y/2)° +

(Man kan dven skriva

3+2
TR

‘1—)\ 1/2

1/2 2_,\’:(1—/\)(2—/\)—1/4:O<:>,\:

Eftersom bada dessa &r positiva &r den kvadratiska formen positivt definit.)
Svar: Origo ar ett lokalt minimum till f.
5. De tva bivillkoren g(z,y) = 22 + 22y + 4y < 3 och h(z,y) = * —y > 0 bestimmer en sluten

delméngd av en ellipsskiva — alltsd en kompakt méangd — och mélfunktionen f(z,y) = xy ar ett
polynom, alltsa kontinuerlig dér. Alltsa existerar storsta och minsta vérde for f pa denna méngd.

Vi far Vf = (y,z), Vg = (2z + 2y, 2z + 8y) och Vh = (1, —1). Kandidatjakt:
e dim 2 (inre punkter, g < 3, h > 0): Vf =0 & (x,y) = (0,0), men h(0,0) = 0 # 0. Ingen
kandidat har.
e dim 1, bestar av tva delar:
O (ellipskurvan g = 3, h > 0):

— Y €z — Q2 _ 9,2 —
VillVg & 0= Yoy 2+ Sy =8y —2z° & x==2

Fallet © = 2y insatt i ¢ = 3 ger y? = 1/4 och kandidaten f(1, %) = 1 (den andra punkten
man fir, (—1,—1), uppfyller ¢j kravet h > 0).
Fallet © = —2y ger analogt 3? = 3/4 och kandidaten f(v/3, fg) = —3/2 (den andra
punkten man far, (—/3, @), uppfyller ej kravet h > 0).
O (strackan g < 3, h=0): Vf | Vh & (y,z) || (1,—1) & y = —=x, som insatt i h = 0 och
kontrollerad mot g < 3 ger kandidaten f(0,0) = 0.
e dim0 (hérn, g = 3,h = 0): Ekvationssystemet g = 3, h = 0 ger genast 722 = 3 och y = z,

alltsa kandidaterna f(\/g, \/g) = f(f\/g, f\/g) = 3.

Svar: fuax = f(1,5) = 3, fun = F(V3, =% = -4.



6. Vi anvénder sfiriska (rymdpoldra) koordinater. Vi vet att zy-planet ges av att 6 = 7/2, och omradet
x>0,y <0 gesavatt —7/2 < p <0.

Alltsd ges omradet D av att —7/2 < ¢ <0, 7/2 < 0 < 7 och r > 0.

Integranden &r negativ pa hela integrationsomradet och integralen ar endast generaliserad i
odandligheten. Alltsa racker det att kolla pa en uttommande f6ljd, och vi tommer ut D med
omradena Dp som ges av att —7/2 < ¢ <0, 1/2 < <moch0<r<R.

0 T R
/// ye—(1;2+y2+22)2 drdydz = / / / rsinfsin - e r2sinfdr | do dy
Dg —m/2 w/2 0
0 ™ R 4
= / sin p dp / sin? 0 do / r3e™" dr
—m/2 w/2 0

6 sin(20)]" 1" 1 e B
— - o |z = = SR [ T PN
= [—cos¢]_, /s [2 1 :|7'r/2 [ 1 ]0 1 <4 1 >—> 6 da R — oo.

Svar: Integralen ar konvergent med vérdet —m/16.

7. Om vi anvdnder matrisnotation géller

- T u? + v?
flu,)= |y ]| =1 uv?—1?
z sin(u + v)
Funktionalmatrisen ges av
xhx 2u 2v
Oy, z) = y}L y}) = 2u —2v
O(u, v) zl, 2z cos(u +v) cos(u+ v)
sa
2r 0
0
7[(;’ v 2) (m,0)= |27 0
(u,v) -1 -1
Eftersom
72
f(m,0) = [ =2
0
ges tangentplan pa parameterform av
T 2 2r 0 i
yl=|m2|+[2r 0O (k)’ h,k € R,
z 0 -1 -1

eller ekvivalent

(z,y,2) = (7%, 7%,0) + h(27,2m, —1) + k(0,0,—-1), h,k€R.

Notera att f(m +h,0+k) = f(m,0) + _oF 7,0 + restterm, s& tangentplanet ges av att ta
A(u,v)

h

k

bort resttermen i detta uttryck.) For att f4 en normalvektor kan vi kryssa tangentvektorerna:
(27,27, —1) x (0,0, —1) = (=2, 27,0) = —2x(1, —1,0).

Sa tangentplanet ges pa normalform av

(1,-1,0) - ((z,y,2) — (7%, 7%,0)) =0 =z —y = 0.



2 0

Svar: Funktionalmatris: %‘Z’}?(W,O) =[2r 0
-1 -1

Tangentplan pa parameterform:

(z,y,2) = (7%, 7%, 0) + h(27,2m, —1) + k(0,0, 1), h,k€R.

Tangentplan pa normalform: z — y = 0.
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