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Inga hjédlpmedel tillatna (inte heller minirdknare). 8/12/16 poéng med minst 3/4/5
uppgifter med minst 2 poéng (av 3 mojliga) ger betyg 3/4/5. Léank till 16sningsskiss finns
efter tentamen pa kursens hemsida.

1. Bestdm alla funktioner f(z,y,z) som uppfyller

fi(z,y,2) = 2wze” — vy,
fi(z,y, 2) = v + zax%e® + ze¥,
f(1,9,0) = y.

yZ
—2  dxdyd
///Dx2+y2+22 res

dir Dgesavl <a?+y*+22<9,0<2<yochz>0.

2. Berakna

3. Bestdm storsta och minsta virde, om de finns, av 3 + o — 22 — y* da 22° + > < 1
och z < 0.

2

4. Bestdam alla tangentplan till ytan z? + ¢* — 2> = 1 som &r parallella med planet

3r —2y+22=0.

5. Berakna

//:cda:dy, D={(z,y) eR*:2°+y* <2o0chy <z <1}
D

6. Avgor om
1

f(z,y) = 4(cosx + cosy) + m

har ett lokalt maximum eller minimum i origo.

7. Ekvationen 2” + 2 = 2 har exakt en reell 16sning, = 1. sa blir 1osningen z(¢) en
C'-funktion av ¢, for € nira noll. Ange x(0) och 2/(0), och bestim med hjilp av

detta en approximation till 16sningen av ekvationen z” + % r=2.



Losningsskisser till TATA69 Flervariabelanalys 2019-01-09

1. Integration av den forsta ekvationen f.(z,y,z) = 2zz¢* —y ger f(z,y,2) = x°ze* —
zy+g(y, z). Insittning av detta i den andra ekvationen f!(z,y, z) = x%e* + zx%e* + z¢¥
ger 2%(e* + ze?) + ¢.(y, z) = 2%e* + za?e® + z¢¥, dvs. ¢.(y,z) = zeY. Integration av
detta ger g(y, z) = 32%¢¥ + h(y). Diarmed vet vi att

f(@.y,2) = 2%z¢* — wy + 126V + h(y).

Det sista villkoret f(1,y,0) =y ger nu 0 —y + 0+ h(y) = y, alltsa h(y) = 2y.
Svar: f(z,y,z) = #%ze” —ay + 32%e¥ + 2y.

2. Rymdpolara koordinater ger
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Svar: 13/2/9.

3. De tva bivillkoren g(z,y) = 222 + y*> < 1 och h(z,y) = z < 0 bestdmmer en sluten
(fylld) halvellips — alltsd en kompakt méngd — och malfunktionen f(x,y) = 3+x—x?—y?
ar kontinuerlig dér. Alltsa existerar storsta och minsta varde for f pa denna méangd.

Vifar Vf = (1 — 2z, —2y), Vg = (4z,2y) och Vh = (1,0). Kandidatjakt:
e Kandidater i ytan g < 1, h < 0 finns dar Vf =0, d.v.s. dar (x,y) = (%,O), som
dock ligger utanféor méngden. Ingen kandidat har.

e Kandidater pa ellipskurvan g = 1, h < 0 finns dar Vf || Vg, d.v.s. dér

| 1=2z 2y |
0= ‘ Ax 2% | = (14 2x)2y,
alltsa dar x = —l eller y = 0. Insattning av x = —% ig=1lgery= i\lf, som efter

kontroll mot h < 0 ger kandidaterna f(—3, ﬁ) = f(—3, —%) = 7. Insittning av
y=01g=1 ger efter kontroll mot h < 0 kandidaten f(—%, 0)=1(6-Vv2).

e Kandidater pa strackan h = 0, g < 1 finns dar Vf || Vh, d.v.s. dar y = 0, som
med h = 0 och efter kontroll mot g < 1 ger kandidaten f(0,0) = 3.

e Hornpunkterna g = 1, h = 0 ger kandidaterna f(0,1) = f(0,—1) = 2.

Notera slutligen att $(5 —v2) > $(5— %) = I.

Svar: fowe = £0.0) =3, fuim = f(—h ) = f-h ) = }



4. Svaret maste uppenbart ha formen 3z —2y+22z = D. Kalla den sokta tangeringspunkten
for (a,b,c); nér vi har hittat den kan vi sedan berdkna D = 3a — 2b + 2¢. Ytans
normalvektor i den punkten ska vara parallell med normalvektorn for det givna planet
3r —2y+2z=0:

2a 3 a 3
2b ||| | -2 = bl=k|-2|, keR.
—2c 2 c —2

Punkten maste ocksd uppfylla ytans ekvation, a? + b*> — ¢ = 1. Inséttning av a = 3k,
b= —2k, c = —2kidetta ger (9+4—4)k* =1, dvs. k = +3. Alltsd ér (a,b,c) =

+(1, —%, —%), vilket ger D = £(3 + % — %) — +3.

Svar: Det finns tva sadana tangentplan, 3x — 2y + 22 = £3.

5. Omradet D ser ut sahér (cirkeln har radien v/2, linjen y = x skir den i punkterna
+(1,1)):

Vi kan alltsa direkt ridkna ut integralen i kartesiska koordinater:
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(Hér behover man egentligen inte ens rdkna ut primitiv funktion till xv/2 — x2; det ar
ju en udda funktion, s& [!, xv/2 — 22 dz méste bli noll.)

Alternativ 16sning: Med uppdelning i delomraden D; och Dy enligt figuren nedan blir
[/p, v drdy = 0 av symmetriskal, vilket ger

1 T 1 2
// xdxdy:// xdxdy:/ (/ xdy)dx:/ 222 dr = =.
D D1 =0 Yy=—x 0 3
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Svar: 2/3.

. Vi beréknar forst att f har en stationir punkt med kvadratisk form Q(h, k) = —2(h—k)?
i origo. Denna ar negativt semi-definit, och ingen slutsats om lokalt extremvérde kan
dras av detta. Den kvadratiska formens utseende leder oss till att studera f ldngs linjen
x = y. Med envariabel-Maclaurinutveckling har vi

1
f(z,z) = 8cosx + :9+(16+§)x4+0(:c6)>9

1 — 4a?

for alla sma = # 0. A andra sidan har vi lings linjen y = —z att
f(z,—x) =8cosx+1<9

for alla sma x # 0. Alltsa har f inget lokalt extremvérde i origo.

. Funktionen F(z,e) = 27 + (1 + €) z ar av klass C', punkten (z,¢) = (1,0) uppfyller
F(x,e) =2, o0ch F/(1,0) = [T2® + 14,0y = 8 # 0, sd enligt implicita funktionssatsen
definierar ekvationen F(z,¢) = 2 en C'-funktion z(g) lokalt kring (z,¢) = (1,0). Per
definition ar x(0) = 1, och implicit derivering ger

CE(L0) 1

YO =51y~ &

Losningen till ekvationen x7 + }8(1) xr = 2, alltsa x(%) bor darfor vara ungefar

2(g) ~ 2(0) 4+ 145 '(0) =1+ 15 - 5+ = 29
Svar: z(0) = 1, 2/(0) = —1/8, approximativ l6sning 799/800.

(Anm.: Utan noggrannare undersokning, t.ex. genom uppskattning av |z ()|, kan vi natur-
ligtvis inte sdga nagonting om hur bra denna approximation &r, for hur vet vi att € = 1(1)—0 ar
tillrackligt litet for att approximation med hjalp av forstaderivatan ska vara anvandbart?
Numerisk 16sning av ekvationen ger dock x( 100) ~ 0,998747456, sa vart varde ggg = 0,99875
var inte jattelangt ifran.)
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