Linkdpings universitet Kurskod: TATA43
Matematiska institutionen Provkod: TEN1
Matematik och tillampad matematik

Tentamen i TATA43 Flervariabelanalys

2018-08-23 kl. 14.00-19.00

Inga hjédlpmedel tillatna (inte heller minirdknare). 8/12/16 poéng med minst 3/4/5
uppgifter med minst 2 poéng (av 3 mojliga) ger betyg 3/4/5. Léank till 16sningsskiss finns
efter tentamen pa kursens hemsida.

1.

2.

Bestém alla lokala maximi- och minimipunkter for f(x,7) = 6zy — 3y* — 22°.

Bestim alla linjer Az + By = C' som tangerar kurvan 42 4+ y* — 6y = 0 och gar
genom punkten (z,y) = (3,0). Rita kurvan och dessa linjer i en noggrann figur.

Berikna // |z — y| dody, dir omradet D ges av 2% + y* < 4 och 2 > 0.
D

Bestdm storsta och minsta virdet av f(z,y,2) = 2> + oy da 2 +4y* + 22 < 9,
z>1.

. Ange en partiell differentialekvation av formen

A(z,y) 2, + B(z,y) 2, = C(z,y)
sadan att z(z,y) = 2° + f(2® —y*) &r en 16sning for varje deriverbar envariabel-
funktion f(t).
(En icketrivial PDE sokes, dvs. det triviala svaret med A = B = C = 0 gills inte!)

Berikna massan av den kropp D som ges av 2% 4+ y + 2%/? < 1 och z,y, 2z > 0, ifall
massdensiteten i punkten (z,y, z) ar x.

Berikna f.(0,0,0) och f (0,0,0) for funktionen
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Losningsskisser till TATA43 Flervariabelanalys 2018-08-23

1. Fran f/ = 6y — 62> = 0 och fy, = 6z — 6y = 0 fas de stationéra
punkterna (z,y) = (0,0) och (x,y) = (1,1). Den kvadratiska formen i
Taylorutvecklingen ar

Qo)(h, k) = 12hk — 6k*> = —6(k — h)> +6h>  (indefinit)
respektive

Qa1 (h, k) = —12h° + 12hk — 6k*> = —6(k — h)> — 6h°  (neg. def.).

Svar: f har lokalt maximum i punkten (1,1). (Lokalt minimum saknas.)

2. Sitt f(x,y) = 42 + y? — 6y och antag att den
sokta linjen tangerar kurvan f(z,y) = 0 i punkten Y
(x,y) = (a,b). For dettta kravs att f(a,b) = 0 och

att Vf(a,b) ar vinkelriat mot vektorn frén (3,0)

till (a, b):
\

8a a—3
212 ap ) _
werimeo () (273 = \
Den andra av dessa ekvationer minus tva ganger
den forsta ger —24a 4+ 6b = 0, dvs. b = 4a. \
Insédttning av detta i den forsta ekvationen ger \
20a* — 24a = 0, dvs. a = 0 eller a = 6/5. Tange- / \

6 24

ringspunkten ar alltsa (0,0) eller (2, %°). \‘/1

Kurvan 422412 —6y = 0 <= (%)2+<%>2 =1

ar en ellips med centrum i (0, 3) och halvaxlar av
langd % resp. 3.

Svar: Tangentlinjerna ér y = 0 och 8x + 3y = 24.

3. Linjen y = z delar halvcirkelskivan D i tva delomraden, D; nedanfor
linjen (alltsa dar y < z sa att |x —y| = x — y) och Dy ovanfor (dar
|r —y| = —(x — y)). Polara koordinater ger sedan

[ 1e- \da:dy—// © — y) dody — // v — y) dudy

w/4
= (/ p?(cos p — sin @) dp) dp
p=—m7/2 0
w/2
- / (/ (cos p — sin ) dp) dy
=m/4
%[Slngo + cos ¢ /7r/2 S[Singo—i- cOS go]:ﬁ
8 8 1 1
=55t (1)-0)-51+0- 75— %)
=5(V2+v2).

Svar: 16\/5/3.



4. Malfunktionen f(z,y,z) = xy + z* ar kontinuerlig och méngden &r en
sluten del av en ellipsoid och ddrmed kompakt, sa storsta och minsta
varde existerar. Satt g(z,y,2) = x* + 4y* + 2% och h(x,y,2) = z;
da ges bivillkoren av ¢ < 9 och h > 1. Vidare ar Vf = (y,z,22),
Vg = (2x,8y,2z) och Vh = (0,0, 1). Kandidatjakt:

e dim 3 (inre punkter, g < 9, h > 1): V.f =0 ger (z,y,2) = (0,0,0),
uppfyller ej A > 1.
e dim 2 (sidoytor), tva delar:
— (g =9,h>1): Vf | Vg ger, eftersom z # 0, y = 2z och
x =8y, dv.s. =y =0, sominsatt i g =9 ger z = 3, ty
h > 1. Kandidat f(0,0,3) =9.
— (9 <9,h=1):Vf| Vh ger genast y = 0 och z = 0. Kandidat

£(0,0,1) = 1.
e dim1 (kantkurva, g = 9,h = 1): Vf,Vg och Vh &r linjart be-
Yy ox 2z
roende precis d& 0 = | 2z 8y 2z | = 2(4y? — %), d.v.s. 22 =
0 0 1

4%, Insittning g = 9 och h = 1 ger kandidaterna f(2,1,1) =
f(_27 _17 1) =3 och f(27 _17 1) = f<_27 17 1) = -1

e dim 0 (hornpunkter): saknas.
Svar: fuax = £(0,0,3) =9 och fium = f(2,-1,1) = f(—2,1,1) = —1.
5. Derivering av z(x,y) = 2° + f(2® — y*) med kedjeregeln ger
() =52t + 327 f'(a® — ), z(wy) = —4y’ f(2” — o).

For att fa en ekvation som uppfylls oavsett vad f ar, maste vi kombinera
dessa derivator sa att termerna innehallande f tar ut varandra, sahér:

APzl + 3aPz), = 4y (5x4 + 322 f (2% — y4)) + 322 (—4y3 f(a® — y4))
= 20z'y® + (122%° — 122%y%) f/(2® — y*)
= 20x1y3.

Svar: 432! + 3x2z; = 203,



6. Massan ar

/// 2 dudydz — // (/1 o xdz)da:dy
(

2+y<1

Svar: 1/24.
7. For (z,y,z) # (0,0,0) &r

. 0 vz’ (—a? +y? + 22)2°
fz(x7y72):7 2 2 2 2 2 2)2 7
Orx2 +y? + 2 (22 4+ y2 + 22)

och direkt fran derivatans definition fas

_ 3 f(h,0,0) f(07070) . 0 — 0
/ —_— f— J—
fx(()? 0, 0) }LIH(I) h = ’lllmo T 0.

Detta ger
l o 5 /14 _
f2(0,0,1) — f1(0,0,0) _ liml /1

[ 1—0 l

£7.(0,0,0) = lim =1.
1—0

Liknande utrakningar visar att f.(z,0,0) = 0 for alla z, vilket medfor
att f”(0,0,0) = 0.

Svar: f (0,0,0) =1 och f”.(0,0,0) = 0.
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