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Inga hjédlpmedel tillatna (inte heller minirdknare). 8/12/16 poéng med minst 3/4/5
uppgifter med minst 2 poéng (av 3 mojliga) ger betyg 3/4/5. Léank till 16sningsskiss finns
efter tentamen pa kursens hemsida.

1.

Berikna // (2% + y*) dxdy, dir omradet D ges av 2 + y* < 4z — 2y + 11 och
D
r+y=>1

Bestéam alla funktioner z(z,y) av klass C' som uppfyller differentialekvationen
xz, — 2, = 22° for £ > 0 samt bivillkoret z(1,y) = e”¥. Ledning: Anviind t.ex.
variabelbytet u = ze¥, v = .

Bestim alla lokala maximi- och minimipunkter for f(x,y, z) = 4z + 22> 4+ y> + 2> +
22z + 2%y°.

Bestam konstanten k sa att tangentplanet till ytan z = = + y? + 2® + k da
(z,y) = (1, —1) innehaller punkten (z,y, z) = (2,3,4).

Bestam storsta och minsta véirde, om sadana finns, av f(z,y,2) = x +y + 2z pa
den méngd diar 22 +¢y* < 2 <2y —z — 1.
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dar omradet D ges av olikheterna 2% + y? 4+ 2% > 4 och z > 0.

Berakna

Betrakta ekvationssystemet
3+ 4y + 2% =17,
dr + 6y + 4z + ™7 = 1T7.
Vilken eller vilka av foljande saker garanterar implicita funktionssatsen att man (i
princip) kan gora lokalt, néra punkten (z,y,z) = (0,2,1)?
(a) Losa ut x och y som C'-funktioner av z.
(b) Lésa ut o och z som C'-funktioner av y.
(¢) Losa ut y och z som C'-funktioner av .

I de fall dar det gar, berdkna forstaderivatorna av de utlosta funktionerna i punkten
ifraga.
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. Kvadratkomplettering av z?+y? < 4o —2y+11 ger (z—2)*+(y+1)* < 16.
Vi far variabelbytet u = x — 2, v = y 4+ 1 som ger halvcirkelskivan E:
u? 4+ 0% <16, u + v > 0 med funktionaldeterminant 3228 =1, foljt av
bytet

= <r<
u reos ¢, Qi 0 = r<4 . och d(u,v) .,
v =rsing — 1S9 < T d(r, )
Alltsa
// (2% + ?) dody = // (u+2)?+ (v—1H1"dudv
D E
3r/4 4
=/ / ((rcosp +2)* + (rsing — 1)) 7 - drdyp
—m/4 JO
3r/4 4
=/ / (r? +r(4cos — 2sin ) + 5)rdrdy
—m/4 JO
128+/2
= 1047 + 83\/_

Svar: 1047 + %@.

. Med det foreslagna variabelbytet fas enligt kedjeregeln z/ = e¥z! + z/
och 2z, = we¥z, vilket insatt i ekvationen ger xz, = 22*, dvs. 2, = 2v
(for v > 0). Integration ger z(u,v) = v? + g(u), dir g ir en godtycklig
C'-funktion, alltsd z(x,y) = 2 + g(ze?). Bivillkoret z(1,y) = e¥ ger
nul+g(e¥) =e v, dvs. g(t) =1 —1 (for t > 0).

1
Svar: =224+ ——1
var: z(z,y) = z° + o

. Stationédra punkter fis genom att sitta gradienten lika med nollvektorn:

4 + 4x + 22 + 2xy? 0
Vf(r,y,2) = 2y + 227y =10
22+ 2z 0

Mittenekvationen 2(1 + 22)y = 0 ger genast y = 0, och d& aterstar ett
linjért ekvationssystem for x och z. Man finner att den enda stationédra
punkten éar (z,y, z) = (—2,0,2). Fran andraderivatorna i denna punkt
erhalls pa vanligt sidtt den kvadratiska formen

Q(h, k,1) = 4h* + 10k* 4 20* + 4hl = 2(1 + h)* + 2h* + 10k?,
som ar positivt definit (enligt det vanliga resonemanget).

Svar: f har lokalt minimum i punkten (—2,0,2). (Lokalt maximum
saknas.)



4. Sétt f(z,y) =z +y* + 23 + k, si att ytan ar z = f(z,y). Ekvationen
for tangentplanet ifraga ar

e = J(L-1) + f(L 1) (@ — 1) + f(L~1) (y - (1))
=34+ k+4(z—1)—-2y+1)
=k — 344z — 2y,

vilket satisfieras av punkten (z,y, z) = (2,3,4) om och endast om
4=k—-3+4+4-2-2-3 <+ k=5
Svar: k = 5.

5. Bivillkoren g := 2% +y? — 2 < 0 och h := 2 — 2y + 2+ 1 < 0 bestimmer
en sluten och begriansad médngd och funktionen f = x + y + 2z ar ett
polynom, alltsa kontinuerlig. Alltsa existerar storsta och minsta vérde
for f pa den méangden. Vi har Vf = (1,1,1), Vg = (2x,2y,—1) och
Vh=(1,-2,1)

Inre punkter (dim 3): Vf # 0 6verallt. Kandidater saknas.
Randpunkter (dim 2):

(i) g = 0, h < 0. Ett aktivt villkor ¢ = 0 ger att Vf || Vg &
foVg:O<:>x:y:—%sominsattigzogerz:%.l\/[en

punkten (—3, —21 1) uppfyller inte villkoret h < 0.
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(ii) ¢ < 0, h = 0. Ett aktivt villkor h = 0. Eftersom Vf }f Vh,
kandidater har saknas ocksa.

Randpunkter (dim 1): tva aktiva bivillkoren ¢ = 0,h = 0, alltsa &r
V f, Vg och Vh ar linjart beroende. Detta ger att

1 1 1 1

2x 2y —1|==-32x+1)= s = -5

1 -2 1
sominsattig=h=0gery =2z = % eller y = % och z = % Kandidater:
f(_%aéa%):%OChJ%_%a% g =

Y
Svar: fii, = f(—%, %, %) = % och fp,



6. Integralen ar generaliserad eftersom omradet D &r obegrédnsat, men
integranden ar positiv sa vi kan rdkna pa som vanligt, och t.ex. byta
till rymdpolara koordinater:

1+ 22
/// (22 4 y2 + 22)3 drdyd:

/2 (20 14+ r?cos’l ., .
/ (/ </@0(7’2)3T sm@dgp)d@)dr

0o [ 9 — 2.1 30 /2
:27r/ [ cos 7"4 5 COS ] ir
r=2 T 0
5 /o<><1Jr 1)d . { 1 1]3 27r<1+1>
= — | dr = im |—— — — = —(=4+=]).
[y - 32 TRl 3% 3., 3 \8 72

Svar: 57/12.

7. Satt F(z,y, z) = 3z +4y* + 2% och G(z,y, 2) = 4z + 6y + 42 + *¥*. D&
ar I och G av klass C!, och den givna punkten uppfyller ekvationerna:
F(0,2,1) = 17, G(0,2,1) = 17. Det aterstaende villkoret som kravs
for att implicita funktionssatsen ska visa att ekvationssystemet lokalt
definierar  och y som C!-funktioner av z ér att determinanten drG)

d(zy)
g% IG:?, ar skild fran noll i punkten (0,2, 1). Detta ar samma sak som
z Ty
att z-komponenten &r skild fran noll i kryssprodukten
3 6 52
VF(0,2,1) x VG(0,2,1)= |16 x [6] = O [,
2 4 —78

vilket uppenbarligen ar sant. Svaret i (a) ar alltsa att det gar. Implicit
derivering av F(x(2),y(2), z) = 17 och G(x(2),y(2), z) = 17 ger (efter
inséttning av z = 1, z(1) = 0, y(1) = 2) ett 2 x 2-ekvationssystem for
derivatorna /(1) och 3/(1); de kan ocksa fas direkt sdhér!:

() === (5) - (37)

Vad géller (b) sa ar y-komponenten i kryssprodukten noll, sa i det fallet
sager inte implicita funktionssatsen nagonting. Daremot gar dven (c)
bra, eftersom z-komponenten &r nollskild, och derivatorna av y(z) och

2(z) di 2 = 0 blir
(160) =5 () = (L5)

YKurvan (z(z),y(z), 2) beskriver skirningen mellan ytorna F = 17 och G = 17, och har
tangentvektorn (2'(z),y'(2), 1). Kryssprodukten ar ocksa tangentvektor till skdrningskurvan.
Alltsd maste (2'(1),3'(1),1) vara parallell med (52,0, —78).
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