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1. Berédkna // Tty d:zcaly7 dér omradet D gesav 2 < 3y—x < 6o0ch2 <2x—y < 4.

2. Bestidm alla funktioner f(z,y,2) av klass C* som uppfyller

227%e¥ + yze®
Vi(r,y 2) = |yr*(y+2)e! + (zz+ 1" +3 |, f(0,1,0) =2.
ylrz+x 4+ 1)e* + 2z

3. Bestdm storsta och minsta vérdet av f(x,y, z) = 3zz — y pa halvklotet
x2—|—y2—0—z2§1, z > 0.
4. Bestam alla linjer Az + By = C som gar genom punkten (—2, —4) och tangerar
kurvan (z,y) = (£* +1,t* —t), t € R.
5. Berikna volymen av omradet
D={(z,y,2) € R®: 2> (a2 + y*)V/*, 322 + 3y + 22 < 4}.
6. Bestam alla lokala maximi- och minimipunkter fér
f(z,y) = 2* — 22 — 2zy + 2y + 3 + 49> + 3.

7. En parametriserad kurva (z(t),y(t)) i zy-planet avbildas via sambanden

(u,v) = (z + 3%, 2°y?)

pa en kurva (u(t),v(t)) i uv-planet. Om (z(0),y(0)) = (2,1), vad ska kurvans
tangentvektor ( E ;) vara for att man i motsvarande punkt pa kurvan i uv-planet

ska fa tangentvektorn (Z:Eg; ) =(8)?
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1. Variabelbytet © = 3y — z, v = 22 — y ger direkt ett nytt omrade F
med grianserna 2 < u < 6 och 2 < v < 4. Funktionaldeterminanten

dhu) |43 | = =5 gor dudv = | — 5| dudy = 5 dady. Allis

2 dud 1 /6 4
// T ydxdyz//u+v - (/ (1+“)du)du
D3Yy—=x E U 5 0 Ju=2 \Jv=2 U

_ ; ; (2 + i) du = ;(8 +61n(6/2)).

Svar: (4 +31In3).

2. Fran den forsta ekvationen f! = 2zy2e? + yze® fas f(x,y, z) = 22ye¥ +
xyze*+g(y, z) for nagon dnnu okand funktion g(y, z). Inséttning av detta
i den andra ekvationen f; = yr?(y+2)e? + (rz+1)e* + 3 ger g, =€ +3,
dvs. g(y,z) = y(e* + 3) + h(z) for nagon funktion h(z). Insattning av
det vi nu vet om f i den sista ekvationen f. = y(xz + x + 1)e* + 2z ger
h' = 2z, alltsd h(z) = 2? + C for ndgon konstant C. Alltsd f(x,y,2) =
r?y%e¥ + xyze* + y(e* + 3) + 22 + C, och villkoret f(0,1,0) = 2 ger
C=-2.

Svar: f(z,y, z) = 2%y%e¥ + wyze® + y(e* + 3) + 22 — 2.

3. De tva bivillkoren g(z,y,z) = 22 + y* + 22 < 1 och h(x,y,2) = z >
0 beskriver ett halvklot som &r en kompakt mangd. Malfunktionen
f(z,y) = 3zz —y ar kontinuerlig dar. Alltsa existerar storsta och minsta
varde for f pa denna méangd.

Vi far Vf = (3z,—1,3z), Vg = (2z,2y,2z), Vh = (0,0, 1). Kandidat-
jakt:

e dim 3: (inre punkter, g < 1,h > 0): Vf = (32, —1,3x) # 0 dverallt,
finns inga kandidater.

e dim 2 (sidoytor) bestar av tva delar:

o g=1h>0:Vf] Vg giller da
0=VfxVg=(—2z—6zy,62° — 622 6yz + 2z).

Andra komponenten ger x = +z, vilket insatt i 6vriga kompo-
nenter ger mojligheterna z = 2z, y = —1/3 eller z = —z,
y = 1/3 (eller z = 2z = 0 som ej ger nagon losning da
h = z > 0), vilket insatt i ekvationen g = 1 ger kandida-
terna f(2/3,—1/3,2/3) =5/3 och f(—2/3,1/3,2/3) = —5/3.



o h=0,g<1:Vf| Vh ger inga losningar.
e dim 1 (kantkurva g =1,h = 0): Vf, Vg, Vh linjart beroende, dvs

3z 2x 0
-1 2y 0|=6yz+2x=0
3x 2z 1

vilket tillsammans med ekvationen h = 0 ger x = 0. Insattning i
g = 1 ger kandidater f(0,1,0) = —1 och f(0,—1,0) = 1.

e dim 0 (hérnpunkter): saknas.

Svar: Max: f(%, —%, %) = g och Min: f(_g’ %, %) — _%‘

. Vi soker en punkt P = (z(t),y(t)) pa kurvan sadan att vektorn fran P
till (—2,4) ar parallell med kurvans tangentvektor i P, alltsa (m/(t)).

y'(t)
Detta ger
2 +1 H
2 —t %—1

vilket ar uppfyllt da

2 +3 2t

0=l _t14 21

|=ﬂ—2p4h=@+n@—3)

Inséttning av vardena ¢ = —1 och t = 3 ger punkterna (z,y) = (2,2)
respektive (10,6), och att ridkna ut ekvationerna for de linjer som
forbinder dessa punkter med (—2, —4) ar en rutinsak.

Svar: 3x — 2y = 2 och bz — 6y = 14.

. V:s volym ar

(4—322-3y?) 1/2
/// dxdydz = // </ dz) dxdy
2+y2)1/4

dar E ar det omrade i R? dér olikheten
(ZE2 + y2)1/4 < (4 o 31,2 . 3y2)1/2

géller. I poldra koordinater (p, ) fas \/p < /4 —3p?, alltsa 0 < p < 1,
sa E ar helt enkelt enhetscirkelskivan. Integralen ovan blir alltsa

1 1
w [ (Va3 = vB) pdp = 2| —d(a = 32 = 27|

432 1 2 7 2
=92 — Sl =2r(=--2).
ﬂ'< 9 5) 7r(9 5)

Svar: 34w /45.



6. Stationdra punkter: f; = 2r —2 -2y = 0, f; = —2r + 2+ 2y +
12y + 12y® = 0. Inséttning av den forsta ekvationen i den andra ger
y*(14+y) = 0, alltsd y = 0 eller y = —1, som ger de stationira punkterna

(0,—1) och (1,0).
Vifar f, =2, f;, = —2och f; =2+ 24y + 361>
I punkten (0, —1) blir f = 14, och den kvadratiska formen

Qh.k) = (b k)( ) (Z) = (1 ¥) (_22 If) (Z)

= 2h? — 4hk + 14k* = 2((h — k)? + 6K?),

da Q(h, k) > 0 for alla (h, k) och Q(h, k) =0 endast om h — k =k =0,
dvs endast om (h, k) = (0,0). @ &r alltsé positivt definit, och punkten
(0, —1) ar darmed en lokal minimipunkt for f.

I punkten (1,0) blir f; = 2, och den kvadratiska formen
Q(h, k) = 2h? — 4hk + 2k* = 2(h — k)?,

som &r positivt semidefinit, ty Q(h,k) > 0 for alla (h,k) och t.ex.
Q(1,—1) = 0. For att avgora karaktdaren pa punkten (1,0) riacker alltsa
inte @ ensam. En Taylor-utveckling av f kring (1,0) ger dock

f(L+h,04+k) — f(1,0) = (h — k)* 4 4k> + 3k*,

och hér ser vi att langs linjen (z,y) = (1 +¢,0+1¢) (dvs h = k = t),
som passerar (1,0) precis da t = 0, géller

>0 dat> 0 litet
fl+t,0+1t)— f(1,0) =4 + 3t =4 +3t){ =0 dadt=0
<0 dat<o0 litet

sa (1,0) ar ingen lokal extrempunkt for f.

Svar: (0, —1) ar en lokal minimipunkt. Lokala maximipunkter saknas.

7. Kurvan i uv-planet ges av

u(t) =x(t) + (1), v(t) ==()’y(t)",

sa med kedjeregeln fas

u'(t) =2 () +3y(t)y (1), V() = 3a(t)*2'(t) y(t)* + (1)’ 2y ()Y (t).



Inséttning av ¢ = 0 och de givna vardena x(0) = 2 och y(0) = 1 ger

u'(0) = 2'(0) +3y/(0),  ©'(0) = 122(0) + 16y/(0),

(Z:((SD - <112 136> @:Eg;) '

(Anmaéarkning: Matrisen héar ar helt enkelt avbildningens funktionalmatris
i punkten (z,y) = (2,1).) For att fa «/(0) = 1 och ¢'(0) = 0 maste vi ta

()= ) () -== (% ) 6)-2 )

Svar: 2/(0) = —4/5 och y'(0) = 3/5.
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