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Inga hjédlpmedel tillatna (inte heller minirdknare). 8/12/16 poéng med minst 3/4/5
uppgifter med minst 2 podng (av 3 mojliga) ger betyg 3/4/5. Lank till 16sningsskiss finns
efter tentamen pa kursens hemsida.

1. Bestém alla lokala maximi- och minimipunkter for f(x,y) = 32 +y* + 4zy + %Ig.
(3p)

.. ry " _ 2.

2. Berikna //D mdl‘dy, diar D = {(QT,y) ceR:0<zx< \/gy}

(3p)

3. Lat N vara normallinjen till kurvan 2 + y* + kzy = 1 i punkten (1,0). Bestim
konstanten k sa att linjen N gar genom punkten (—2,2).

(3p)
4. Bestdm storsta och minsta virdet av f(z,y,2) = — y + 2z da 2* + y* < 42 och
y+2z<4.
(3p)
5. Bestdm alla funktioner f(z,y,2) av klass C* (fér z > 0) sadana att
(Ledning: Anvénd t.ex. variabelbytet u =y, v =2 + y, w = zz.)
(3p)
6. Berékna /// zdxdydz, dir D = {(z,y,2) € R* : 2 < w <y <2z} (3p)
D
U= -+ y5
7. Visa att avbildningen v= y+2°
w= z+a°
a) har en C'-invers lokalt kring varje punkt i R?; (1p)

b) har en C'-invers i R?. (2p)
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1. Derivatorna f;, = 6z + 4y +2z* och f} = 2y + 4 &r noll om och endast om (z,y) = (0,0)
eller (z,y) = (1, —2). Andraderivatorna f;, = 6 + 4z, f =4 och f; = 2 utréknade i

TT Ty
dessa punkter ger de kvadratiska formerna

Q0)(h, k) = 6k + 8hk + 2k* = 2(k + 2h)* — 2h°

och
Qu.—9y(h, k) = 10n* + 8hk + 2k* = 2(k + 2h)* + 2h>.

Den férsta ér indefinit, t.ex. &r Qo,0y(1, —2) < 0 < Q(0,0)(0, 1), sa (0,0) &r en sadelpunkt.
Den andra ar positivt definit, eftersom den ar uppenbart ickenegativ, och lika med noll
bara da k 4+ 2h = h = 0, dvs. d& h = k = 0; alltsd har f (strangt) lokalt minimum
i (1,-2).

Svar: (1, —2) ér en lokal minimipunkt.

2. Integralen ar generaliserad eftersom omradet D &r obegrinsat, men integranden zy /(1 +
(22 4+ y*)* dr positiv i D, sd vi kan rikna som vanligt. Byte till polira koordinater ger
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Svar: 37/64.

3. Sitt f(z,y) = 22 + y? + kay, sd att kurvan ér f(x,y) = 1. Gradienten

(22 +ky
ar vinkelrdt mot f:s nivakurvor, sa normallinjen N har riktningsvektor

Vf(1,0) = @ .

Linjen N gar genom (—2,2) om och endast om denna riktningsvektor &r parallell med
vektorn fran (1,0) till (—2,2):

Svar: k = —4/3.



4. De tva bivillkoren g =y + 2z —4 < 0 och h = 2% 4+ 3> — 42 < 0 bestiammer en sluten
delméangd av en sluten paraboloid — alltsa en kompakt méngd — och malfunktionen
f(x,y) =z —y + z ar kontinuerlig dér. Alltsa existerar storsta och minsta virde for f
pa denna méangd.

Vifar Vf=(1,-1,1), Vg = (0,1,1), Vh = (22, 2y, —4). Kandidatjakt:

e [nre punkter (g < 0,h < 0): Vf # 0 6verallt, finns inga kandidater.

e Kandidater i ytan g = 0 och h < 0 finns diar Vf || Vg, d.v.s. nar 0 = Vf x Vg =
(—2,—1,1), alltsa saknas.

e Kandidater i ytan h = 0 och g < 0 finns dar Vf || VA, d.v.s. nar Vf x Vh = 0:

VixVh =0 2y + 20 =0 ro=-2
ho—o © —4-2r=0 & Jy =2
- 22 +y?—42=0 z =2

Eftersom g(—2,2,2) =0 £ 0, finns inga kandidater hér.
e Randpunkter: h = g = 0 finns dar det(V f, Vg, Vh) = 0:

1 -1 1
0 1 l |=—42—-2y—4=0 & y=-2-2z
2z 2y —4
alltsa
24+y—4 =0 S5z2 =20
224+’ —4z =0 & Yy =-—2—-2x
y =—2—2x z =6+2x

ger (—2,2,2) och (2,—6,10) vilket ger tva kandidater:

f(=2,2,2)==2| och |f(2,—6,10) = 18|

Svar: Max: f(2,—6,10) = 18 och Min: f(-2,2,2) = —2
5. Med det foreslagna variabelbytet fas fran kedjeregeln att f, = f, +z f.,, f, = fi. + [,
och fl =z f] . Insdttning i PDE:n ger
O=z(fy—f))—2fi=a(zf,—fi)—zaf,=—af,

alltsa f, = 0 (eftersom vi forutsatter x > 0). Darmed éar f(u,v, w) = g(v,w), dar g ar
en godtycklig C!-funktion av tva variabler. I de ursprungliga variablerna fas alltsa

flx,y,2) = g(x +y,22).
Bivillkoret ger yz = f(1,y,2) = g(1 + v, 2), sa att g(s,t) = (s — 1)t, och foljaktligen
Svar: f(z,y,2) = (r+y — 1)zz.

(Ett litet tips: Det &r latt att kontrollera genom inséttning att svaret uppfyller bade PDE:n
och bivillkoret!)



6. Ett enkelt sitt dr skivor for fixt z: om man héller z konstant i olikheterna 2? < z <y < 2z
s& ser man att tvérsnittet D, dr en halv kvadrat med sidlingd 2z — 22 (forutsatt att
2?2 <2z, dvs. 0< 2<2), 58

///DdeddeZ/z <//zzdxdy> dz:/joz area(D,) dz

8
J— 72_ d
/ z- z z) 15
Yy
y=x
x

Men det gdr pa flera andra satt ocksd, t.ex. stavar i z-led: olikheterna fér D ger direkt
grinserna z? < x < y for den inre z-integralen, och kroppens projektion D pa yz-planet
ges av 22 < y < 2z, dvs. omradet mellan kurvan y = 22 och linjen y = 2z. Alltsa

J[[[ = dudya = // ([ =) dyiz= [ oty =) dyas
o </y: (=) dy) ds = 185

Svar: 8/15.



7. a) Funktioner v = z + ¢°, v = y + 2°, w = z + 2° ar polynom, alltsd &r avbildningen
(u,v,w) av klass C'. Funktionaldeterminanten ar

1 5yt 0

d

dwv,w) 1o ] s | 214 125atytt > 1> 0
d($7yvz) 5.I4 0 1

och déarmed # 0 for alla (z,y,z) € R3. Inversa funktionssatsen ger lokalt definierade
Cl-inverser kring varje punkt.

b) Vi maste nu visa att det finns en global invers; denna sammanfaller i sa fall med de
lokala inverserna och #r diarmed C'-inversen ér ju entydigt bestdmd, nér den finns.

Om (z1,y1, 21) och (z2,ys, 22) bada avbildas pa samma punkt (u,v,w) i wvw-rummet,
sa ar
5 5 5 .5
U=T1+Y, =T2+Yy = T1—To2=1Yy— Y
5 5 5 .5
V=1t 2 =Yt 2y = Y1 — Y= 25 — 2
w:zl—i—x?:Zg—i—xg = 21—z2:x‘;’—m?
sa om exempelvis ;1 > x5 inser vi att i tur och ordning y; < y2, 21 > 22 och z; < 9,
en motségelse (obs. att funktionen ¢ — ° ir stringt vixande!). P4 samma sétt inser vi
att x1 < xo ar omojligt, och ddrmed maste alltsa x; = 5. Detta ger nu genast att dven
21 = 29 och y; = ys, sa avbildningen &r injektiv och har ddrmed en invers.



	tata43-20171020
	tata43-20171020-losn

