Linkdpings universitet Kurskod: TATA43
Matematiska institutionen Provkod: TEN1
Matematik och tillampad matematik

Tentamen i TATA43 Flervariabelanalys
2017-08-17 k1. 14.00-19.00

Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirédknare). 8/12/16 poéng med minst 3/4/5
uppgifter med minst 2 podng (av 3 mojliga) ger betyg 3/4/5. Léank till 16sningsskiss finns
efter tentamen pa kursens hemsida.

1. (a) Bestim den allminna C'-l16sningen z(x,y) till differentialekvationen
yz;—a:z;:2xy3 (x >0,y >0),

t.ex. med hjilp av variabelbytet u = zy, v = y.

(b) Bestim de l6sningar som uppfyller z(z,1) = 2%,

(c) Bestdm de losningar som uppfyller z(z,z) = 2°.

2. Berékna // VvV (3y — 2)(2 +y — x) dedy, dir D &r triangeln med horn i (z,y) =
D
(0,0), (3,1) och (2,2).
3. Berdkna /// wyz drdydz, dir D ges av olikheterna 2? + y* + 2% < 2, 2 < 0 och
y>x>0. b

4. Bestam konstanten k sa att planet 2x — 2y + z = 0 tangerar ytan x = yln z + k.

5. Bestdm storsta och minsta virdet av funktionen f(z,v,2) = y* + zz — 22 da
224+ y* < 2+10 och z < —2, om sadana finns.

(z+y)* + o
x4+ y?

6. Lat f(z,y) = — gy (z,y) % (0,0) och £(0,0) = 1.

(a) Undersok om f &r kontinuerlig i (0,0).
(b) Berdkna derivatorna f,(0,0) och f,(0,0) (om de existerar).
(c) For v = (\/LE’ \/Li)’ berikna riktningsderivatan f(0,0) (om den existerar).

7. Antag att f(x,y) har Maclaurinutvecklingen
f(h,k) = £(0,0) + Q(h, k) + O((h* + K)*?),

dér Q(h, k) &r en positivt semidefinit kvadratisk form. Kan da féljande intraffa?
Svara ja (med tydligt exempel) eller nej (med tydligt motbevis) i varje deluppgift
for sig.

(a) f har stringt lokalt minimum i origo.

(b) f har varken lokalt maximum eller lokalt minimum i origo.

(c) f har striangt lokalt maximum i origo.



Linkopings universitet Kurskod: 9GAMOS
Matematiska institutionen Provkod: STN1
Matematik och tillampad matematik

Tentamen i 9GMAO08 Matematik: Flervariabelanalys
2017-08-17 k1. 14.00-19.00

Inga hjilpmedel tillatna (inte heller minirdknare). 8/14 podng med minst 3/5 uppgifter
med minst 2 podng (av 3 mojliga) ger betyg G/VG. Léank till 16sningsskiss finns efter
tentamen pa kursens hemsida.

1. (a) Bestim den allminna C'-l16sningen z(x,y) till differentialekvationen
yz;—a:z;:2xy3 (x >0,y >0),

t.ex. med hjilp av variabelbytet u = zy, v = y.

(b) Bestim de l6sningar som uppfyller z(z,1) = 2%,

(c) Bestdm de losningar som uppfyller z(z,z) = 2°.

2. Berékna // VvV (3y — 2)(2 +y — x) dedy, dir D &r triangeln med horn i (z,y) =
D

(0,0), (3,1) och (2,2).
3. Berdkna /// wyz drdydz, dir D ges av olikheterna 2? + y* + 2% < 2, 2 < 0 och
D
y>x>0.
4. Bestam konstanten k sa att planet 2x — 2y + z = 0 tangerar ytan x = yln z + k.

5. Bestdm storsta och minsta virdet av funktionen f(z,v,2) = y* + zz — 22 da

224+ y* < 2+10 och z < —2, om sadana finns.
(z+y)* + o
2?2 + y?

6. Lat f(z,y) = — gy (z,y) % (0,0) och £(0,0) = 1.

(a) Undersok om f &r kontinuerlig i (0,0).
(b) Berdkna derivatorna f,(0,0) och f,(0,0) (om de existerar).
(c) For v = (\/LE’ \/Li)’ berikna riktningsderivatan f(0,0) (om den existerar).

7. Antag att f(x,y) har Maclaurinutvecklingen
f(h,k) = £(0,0) + Q(h, k) + O((h* + K)*?),

dér Q(h, k) &r en positivt semidefinit kvadratisk form. Kan da féljande intraffa?
Svara ja (med tydligt exempel) eller nej (med tydligt motbevis) i varje deluppgift
for sig.

(a) f har stringt lokalt minimum i origo.

(b) f har varken lokalt maximum eller lokalt minimum i origo.

(c) f har striangt lokalt maximum i origo.



Linkdpings universitet Kurskod: 9MAA11/12
Matematiska institutionen Provkod: STN2
Matematik och tillampad matematik

Tentamen i 9M A A11/12 Flervariabelanalys
2017-08-17 kl. 14.00-19.00

Inga hjilpmedel tillatna (inte heller minirdknare). 8/14 poidng med minst 3/5 uppgifter
med minst 2 poang (av 3 mojliga) ger betyg G/VG. Lank till 16sningsskiss finns efter
tentamen pa kursens hemsida.

1. (a) Bestim den allminna C'-l16sningen z(x,y) till differentialekvationen

/ —

Yz, —x 2, = 2xy° (x>0,y>0),

t.ex. med hjalp av variabelbytet u = zy, v = y.

(b) Bestiam de l6sningar som uppfyller z(z,1) = 2%,

(c) Bestdm de l6sningar som uppfyller z(z, ) = 2°.

2. Berékna // V(3y — 2)(2 +y — 2) dedy, dir D ér triangeln med horn i (z,y) =
D
(0,0), (3,1) och (2,2).

3. Berikna /// xyz dxdydz, dar D ges av olikheterna 2* + ¢ + 22 < 2, 2 < 0 och
D
y>x>0.
4. Bestam konstanten k sa att planet 2x — 2y + z = 0 tangerar ytan x = yln z + k.

5. Bestdm storsta och minsta virdet av funktionen f(z,v,2) = y* + zz — 22 da
2+ y2 < z+ 10 och z < —2, om sadana finns.

2, .3 _ .3
2 4 y?
(a) Undersok om f dr kontinuerlig i (0,0).
(b) Berdkna derivatorna f,(0,0) och f;(0,0) (om de existerar).
(¢) For v = (\%, \%), berikna riktningsderivatan f(0,0) (om den existerar).

6. Lat f(x,y) = (x,y) # (0,0) och f(0,0) = 1.

7. Antag att f(x,y) har Maclaurinutvecklingen
f(h,k) = £(0,0) + Q(h, k) + O((h* + K)*?),
dér Q(h, k) &r en positivt semidefinit kvadratisk form. Kan da féljande intréffa?
Svara ja (med tydligt exempel) eller nej (med tydligt motbevis) i varje deluppgift
for sig.
(a) f har strdngt lokalt minimum i origo.
(b) f har varken lokalt maximum eller lokalt minimum i origo.

(c) f har stringt lokalt maximum i origo.



Losningsskisser till TATA43, 9GMAO08, 9MAA11/12
Flervariabelanalys 2017-08-17

L. (a) Siatt u = zy, v =y. Kedjeregeln ger 2, =y 2, och z, = x 2, + 2,
sa den givna PDEm y 2, — v 2, = 2213 ar ekvivalent med

v 2, = 2uv? (u>0,v>0).

Alltsé: 2], = 2uv, s& att z = uwv? + g(u) = 2y + g(zy).
Svar: z(z,y) = zy® + g(zy), dir g ér en godtycklig C'-funktion av
en variabel.

(b) Insittning av y = 1 i lésningen fran (a) ger 2% = z(x,1) = x + g(x),
dvs. g(z) = 2% — x.
Svar: z(z,y) = 2y + (zy)? — xy.

(c) Inséttning av y = x istéllet ger 22 = z(x,x) = z* + g(2?), dvs.
g(t) =t —t* (for t > 0).
Svar: z(z,y) = xy® + xy — (vy)*

2. Med variabelbytet u = 3y — z, v = 2 + y — x fas en ny triangel F
med horn i (u,v) = (0,2), (0,0) och (4,2). (Observera att u och v &r
ickenegativa i E, sa att vi kan anvanda regeln \/uv = \/u,/v nedan.)

ZEZ:; = ’det (j ‘i’)‘ = |2| = 2 fas dudv = 2 dxdy, och alltsa

Fran ‘

//17\/(3y—a:)(2+y—x)dxdy
://E\/wdudv

2
1 /2

L \/a( j:o\/ﬂdu> dv

- 2 v=0
1 2 2
— 5/1;:0\/5' 5(20)3/2 dv
B 93/2 lv:’,r B 93/2+3 16v/2

3

3 .9 9



3. Notera att svaret maste bli negativt, eftersom integranden xyz ér negativ
i (det inre av) integrationsomradet D.

I rymdpolira koordinater fas ett nytt omrade £ med grianser 0 < r < v/2,
/2 <0 <mochr/4<¢p<7/2 alltsa

/// xyzdxdydz:/// rcos psinf - rsinpsinf - rcos 6 - v sin 0 drdfdyp
D E

V2 IS w/2
= </ 7"5d7"> (/ sin® 6 cos 0 d@) (/ sin  cos ¢ dgp)
0 /2 w/4

B [7“6]\/5 [sin4 Hr [Sin2 gor/Q
6 0 4 w/2 2 w/4

8-0 0—-1 1—-35 1

6 4 2 12

Det gar ocksa bra att rdkna direkt i de ursprungliga koordinaterna, om
man sa foredrar:

1 V2—z2 0 1
///D xyz drdydz = /:c:o (/ym (/Z_ PR ryz dz) dy) dr = T

Svar: —1/12.

4. Lat f(x,y,2) = = —ylnz (for z > 0), s& att ytans ekvation &r
f(z,y,2) = k. I den sokta tangeringspunkten (a, b, ¢) ska ytans normal-
vektor V f(a, b, ¢) vara parallell med normalvektorn till planet 2x — 2y +
z =0, dvs.

1 2
—lnc|l =X -2
—b/c 1

for nagon konstant A. Jamforelse av x-koordinaterna ger direkt A = 1/2,
och da blir Inc =1 och b/c = —1/2, alltsa ¢ = e och b = —e/2. Punkten
(a,b, c) ska ligga i planet 2z — 2y + z = 0, vilket ger a = %(26 —c) = —e,
och det sokta k-virdet fas slutligen ur

k= f(a,bc) = f(—e,—e/2,e) = —e—(—€/2) -1 = —e/2.

Svar: k = —e/2.



5. De tva bivillkoren g = 224+ y?—2z—10 < 0 och h = z+2 < 0 bestdmmer
en sluten delméngd av en sluten paraboloid — alltsa en kompakt méangd
— och malfunktionen f(x,y) = y? + xz — 2z ar kontinuerlig dar. Alltsa
existerar storsta och minsta vérde for f pa denna méngd.
Vi far Vf = (2 — 2,2y,z), Vg = (2z,2y,—1) och Vh = (0,0,1).
Kandidatjakt:

e [nre punkter: g < 0,h < 0: Vf = 0 ger (x,y,z) = (0,0,2) =
h(0,0,2) =4 £ 0, tillhor ej méngden.

e Kandidater i ytan g = 0 och h < 0 finns diar Vf || Vg, d.v.s. nér

VfxVg=0:
VixVg =0 (x+1)y=0
{ —0 & 2z =2 — 222
g = > +y?—2-10=0

a) x = —1 ger z =0 och y = +3 med h(—1,-3,0) = h(—1,3,0) =
2 £ 0, tillhor ej mangden.
b) y =0 ger z = £2 och z = —6 med h(—2,0,—6) = h(2,0,—6) =

—4 < 0, darav tva kandidater:| f(—2,0, —6) = 16 |och| f(2,0,—6) = —16

e Kandidater i ytan h = 0 och g < 0 finns dar Vf || VA, d.v.s. nér

Vf xVh=0:
z=2
{foVh =0 @{ =0
h =0
z=-=2

saknar 16sningar.
e Randpunkter: h = 0 och g = 0 finns dér det(V f, Vg, Vh) = 0:
z—2 2y x
2 2y =1 |=2y(z—2)—doy=2y(z—2x—-2)=0
0 0 1
a)y =0ger h=2+2=0o0chg=2%—2-10 = 0, alltsd
(£2v/2,0, —2), vilket ger tva kandidater: | f(—2v/2,0, —2) = 8v/2
och | f(2v/2,0,—2) = —8/2|.

b) z = 2242, 2+2 = 0 och 2% +y*—2z = 10 ger (-2, £2, —2), vilket
ger ytterligare tva kandidater:| f(—2,2, —2) = f(-2,-2,—2) = 12|,




Svar: Max: f(—2,0,—6) = 16 och Min: f(2,0,—6) = —16

6. (a)

(b)

Fort #0ar f(t,t) = % = 2, vilket inte gar mot f(0,0) =1
dat— 0.

Svar: f ar inte kontinuerlig i (0, 0).

Vi har

. f(h,0) = £(0,0) .. 1(R*+h3 _
! _ ? ’ — _ — — =

12(0,0) = lim h =g\ T ) T imi =L
(Kan &dven ses sahar: f(z,0) = x+1 for alla 2 € R, inklusive z = 0,
s& fi(z,0) = L(z+1) =1 for alla z € R, inklusive z = 0.)
P4 liknande sitt fas f;(0,0) = —1.
Svar: f;(0,0) =1 och f;(0,0) = —1.
Riktningsderivatan f,(0,0) ar ¢’(0), dar g(t) = f(tv). Men vi sag
jui (a) att funktionen

2, t40,

o(t) = F(tv) = FE/V2,/V2) = {1 o
inte ar kontinuerlig i ¢ = 0, och alltsa &n mindre deriverbar dér.

Svar: Derivatan f(0,0) i riktningen v = (%, %) existerar inte.

7. Svaret ar ja i alla tre fallen. Exempel:

(a)

(b)

(c)

f(x,y) = 2% + y* har stringt lokalt (och t.0.m. globalt) minimum
i origo, eftersom f(0,0) = 0 och f(z,y) > 0 (uppenbart) for alla
(z,y) # (0,0). Den kvadratiska formen i Maclaurinutvecklingen
ar i detta fall Q(h, k) = h?, prototypen for en positivt semidefinit
kvadratisk form.

f(x,y) = 2% —y* har varken lokalt maximum eller lokalt minumum
i origo, eftersom f(0,0) = 0 och varje omgivning av origo innehaller
bade punkter dér f dr negativ och dér f &r positiv: f(z,0) = 22 >
0 om z # 0, och f(0,y) = —y* < 0 om y # 0. Aven har ar
Q(h, k) = h2.

f(z,y) = —2* — y* har striangt lokalt (och t.o.m. globalt) max-
imum i origo. I detta fall &r Q(h, k) = 0, vilket faktiskt &r en
positivt semidefinit form, eftersom den uppfyller de villkor som
kravs: Q(h,k) > 0 for alla (h, k), och det finns (h, k) # (0,0) dér
Q(h, k) = 0. (Denna form ar dven negativt semidefinit; det &r den
enda kvadratiska formen som tillhér tva olika kategorier.)
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