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Inga hjilpmedel tillatna (inte heller miniréknare). 8/12/16 podng med minst 3/4/5
uppgifter med minst 2 podng (av 3 mojliga) ger betyg 3/4/5. Lénk till 16sningsskiss
finns efter tentamen pa kursens hemsida.

1.

~

Bestam alla lokala maximi- och minimipunkter for

f(z,y) =22 — 4y + (z +y)? — 12arctan ..

/ / y*dady,
D

dir Dgesav z+y <0, y>0 och 2%+ 3y% <12.

. Berdkna

Bestédm storsta och minsta véardet, om de finns, av
4o + 3y + 2z
da 0<2<1—a%—92.
Bestdm alla C-16sningar z(x,y) till differentialekvationen
32y, + 52y, — 22, =0,

under bivillkoret z(x,0) = 2%, genom att t.ex. géra variabelbytet u =
T+ 3y, v=2x—y.

Beriikna volymen av den kropp i R? som ges av oz >0, 0 <y < 3,
z2>0 och 22 +y+2<4.

Lat Kp vara klotet 22 +y?+22 < R2. Bestdm alla viirden som integralen

/// (z* +y* + 2* — 1) dadyd=
Kpg

kan anta for R > 0.
(a) Visa att avbildningen
w=a% ¢} + 2
v=a2+1y?+ 22
w=zr+y+z
inte ar globalt inverterbar.

(b) Ange kring vilka punkter (z,y, z) € R® som avbildningen har en
lokal C!-invers.



Lo6sningsskisser till tentamen i TATA43 Flervariabelanalys 2017-01-03

1. Stationira punkter ges av V f = (24+2(z+y) —12/(1+27), =4+ 2(z+y)) = (0,0), d.v.s. z+y = 2
och 12/(1 + z?%) = 6. Ur detta fas att (z,y) = (1,1) eller (z,y) = (—1,3). Andraderivatorna &r
=24 24x(1 +2*)72, f/ =2 och fyy = 2, vilket pa vanligt vis ger de kvadratiska formerna

T Ty
Q(1,1)(h, k) = 8h* + 4hk + 2k* = 2(k + h)* + 61°

och
Q(-1,3)(h, k) = —4h* + 4hk + 2k* = 2(k + h)* — 61°.

Standardresonemang visar att den forsta &r positivt definit och den andra &r indefinit, sa f
har (stréngt) lokalt minimum i (1,1) men inget lokalt extremvérde i (—1,3).

Svar: (1,1) ar en lokal minimipunkt f6r f. Lokala maximipunkter saknas.

2. Variabelbytet = 2v/3u, y = 2v ger ett nytt omrade E som definieras av 0 < v < —v/3u och
u? +v? <1 (rita figur i uv-planet!). Planpolira koordinater u = pcos @, v = psin ¢ ger direfter

™ 1
// y? dedy = // 40? - 43 dudv = 16\/3/ / (psin@)?pdpdy
D E o=21/3J p=0

411 . ™
p @ sin2p 20 3
=16v3- & | | X — =— —-.
|:4:|0 |:2 4 :|27T/3 \/§ 2

3. Bivillkoren g(z,v, 2) = 2> +y? + 2 < 1 och h(x,y, z) = z > 0 bestdmmer en sluten och begrinsad
del av en fylld paraboloid (rita figur!) — alltsi en kompakt méngd — och mélfunktionen f(z,y,2) =
4z 4 3y + 2z ar kontinuerlig dér. Alltsa existerar storsta och minsta virde for f pa denna méngd.

Vifar Vf = (4,3,2), Vg = (22,2y,1) och Vh = (0,0, 1). Kandidatjakt:
e Kandidater i kroppen g < 1, h > 0 saknas eftersom V f # 0 6verallt.
e Kandidater pa ytan g < 1, h = 0 saknas ocksé eftersom V f || Vh overallt.
e Kandidater pa ytan g = 1, h > 0 finns dér

VilVg & 2z/4=2y/3=1/2 < zx=1,y=23/4,

som insattig = 1 ger z = —9/16 och dérmed punkten (1,3/4,—9/16), som dock inte uppfyller
h > 0. Ingen kandidat hér heller.

e Kandidater pa kurvan g = 1, h = 0, slutligen, finns dir {V f, Vg, Vh} &r linjirt beroende,

d.v.s. dar
4 3 2
0=12z 2y 1|=8y—6x < y=3x/4,
0 0 1

som insatt i g = 1 och h = 0 ger kandidaterna f(4/5,3/5,0) =5 och f(—4/5,—3/5,0) = —5.
Svar: fmax = f(4/573/53 O) =5, fmin = f(74/5a 73/5a O) = —5.



4. Variabelbytet u = x + 3y och v = 22 — y ger med kedjeregeln

A P ! ro_ I ot !
Zy = ZyUy 2,V = 2, + 2z, och  zy = zu, + 2,0, = 32, — 2z,

och sedan, i ett andra steg,

Z;)/ (Z/ )/ _ Zl/ +4Z” +4Z”

2y = () = (2, +22,)5 = v
Zoy = (20)y = (20, +22,), = (2)y + 2(2,,)y = 324, + 524, — 22,

lelly = (ZZ//);/ = (3zu ) 3( ) (Z;J)fy = 9Z7lqu - 621/,1) + Zm)'

Insattnlng i differentialekvationen ger efter férenkling 492!/, = 0, d.v.s. 2/, = 0. Integreringar ger
forst 2, = f(u) och sedan z = F(u)+G(v), dir F och G dr C*-funktioner av en variabel (F' = f).

Differentialekvationens allménna 18sning &r séledes z(z,y) = F(x + 3y) + G(2z — y).

Bivillkoret ger nu z? = 2(x,0) = F(z) + G(2x), d.v.s. F(t) = t* — G(2t), t € R, och dirmed ges
alla 16sningar av z(x,y) = (x + 3y)? — G(2z + 6y) + G(2x — y).

Svar: z(x,y) = (z + 3y)? — G(2x + 6y) + G(22 — y), dir G &r en C*-funktion av en variabel.

5. Det finns manga framkomliga sétt att berdkna volymen av denna kropp D. Man kan t.ex. anvinda

stavar i z-led. Om man skriver olikheterna som x > 0,0 <y <3och0< 2z <4— 2% — Y S& ser man

direkt grinserna for z, och fiven att kroppens projektion pa ay-planet, D, ges av 2 > 0,0 <y < 3
och 0 <4 — 2% — y (rita figur!).

47127(1; 3 41—y
volym(D) = /// drdydz = // / dz | dzdy = / (/ (4—y—2°) d:c) dy
D D 2=0 y=0 =0
3

3VAiTY 9 3 ) 4 3 124
- 4—yr— 2 dy="2 [ (4—y)*2d :7[_4_ 5/2}
/y - [( we=5| Cw-? / -y = a—g] -2

6. Integralerna av z*, y* och z? 6ver klotet Ky &r av symmetriskil lika stora, och med hjilp av
rymdpoléra koordinater far vi

27 5 7 4 7
/// 2t drdydz = / / / (r cos 0)*r? sin 0 drdfdy = 2m [ €8 9} A = i .
Kr 6=0 Jr=0 5 7 35

Alltsa ar

127rR7  4nR3
R):/// (gc4+y4—|—z4_1)dgcdydz:3/// Z4dxdydz—volym(KR):L_ T 7
for Kr 35 3

med derivatan

127 RS 47 R?

f'(R) = —47R? =

som r negativ for 0 < R < (5/3)'/4 och positiv for R > (5/3)'/*. Funktionen f(R), R > 0, har
alltsa globalt minimum

(3R4 - 5)7

5 1) _ 16w (5/3)%*
35 3)

F(/37) = am-6/3% (2~ 3 L

och f(R) — oo di R — oo, eftersom R’-termen dominerar.

16w - (5/3)%¢

Svar: Integralen antar alla vérden i intervallet 51 , 00



7. (a) T.ex. avbildas (z,y,z) = (1,0,0) och (z,y,z) = (0,1,0) bada pa (u,v,w) = (1,1,1).
(b) Funktionerna u = Byt + 22, v=04+1y*+ 2% ochw=x+y+z aralla C', och

322 3y? 322 2?2 oy —a? 22— @)
=|2x 2y 2z|=6|z y—=x z—x | = 6(y—z)(z—2x)(y — 2),
dwyz) 1y 1 10 0

—
—

d(u,v,w)

dér viisteg 1 har brutit ut faktorn 3 fran rad 1 och faktorn 2 fran rad 2 och sedan subtraherat
kolonn 1 fran kolonn 2 och kolonn 3, och i steg 2 har brutit ut faktorn (y — ) ur kolonn 2
och (z — z) ur kolonn 3.

Om (z,y, 2) = (a,b,c) ar en punkt sddan att a # b, b # ¢ och ¢ # a &r alltsd funktionaldeter-
minanten # 0 déir, och dérfor medfor inversa funktionssatsen att det finns en lokal C'-invers
x(u,v,w), y(u,v,w), z(u,v,w) i ndgon omgivning till punkten (a, b, c).

I 6vriga punkter (a, b, c) &r funktionaldeterminanten noll. Om det trots det skulle finnas en
lokal C'-invers z(u, v, w), y(u,v,w), z(u,v,w) i nagon omgivning till en sadan punkt (a,b, c)

s& vore
d(z,y,2z) d(u,v,w)

d(u,v,w) * d(z,y,7)

i omgivningen, alltsd &ven i punkten (z,y,z) = (a,b,c), vilket 4r en motségelse eftersom
d(u,v,w)/d(x,y,z) =01 (a,b,c). Alltsa finns ingen lokal C'-invers dér.

Svar: Alla punkter (z,y, 2z) ddr « # y, y # z och z # x samtidigt.
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