Linkopings universitet Kurskod: TATA43
Matematiska institutionen Provkod: TEN1
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Inga hjélpmedel tillatna (inte heller miniriknare).
8/12/16 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poing (av 3 mojliga) ger betyg 3/4/5.
Léank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

1. Bestam alla lokala maximi- och minimipunkter for
f(z,y, 2) = a* +9° + 22 +22° + 6yz.
2. Bestdm storsta och minsta virdet, om de finns, av

2x2+y2+y

// dxdy
81+ (2 —y)?’

dér D &r triangeln med hérn i (0,0), (1,2) och (4, —1).

da 2?2 +y? <2och x < —1.
3. Berakna

4. LAt
flz,y) =2® = 3%y +y.

Vilka av f:s nivakurvor tangerar linjen y = 17

/// 22 dedydz,
D

dér D dr den méngd i R? som ges av olikheterna

4?42 <4 <0, r+V3y <0, z>+a2+y2

5. Berakna

6. Bestdm alla C*-16sningar z(z,y) till differentialekvationen

Aa?2l, + Ay, + v’z + 202, = x, x>0,

under bivillkoren z(1,y) = 0 och z(9,y) = €Y, genom att t.ex. gora variabelbytet

u=yh/r,v=1/1.
7. Visa att ekvationen
¥ =c+y—3
definierar en C!-funktion y(x) i en omgivning till punkten (z,y) = (1, 3), och beréikna

Taylorutvecklingen av ordning 2 for y(x) kring punkten z = 1. Hur ser man att
funktionen faktiskt blir av klass C3, sa att den kan Taylorutvecklas sa langt?



Lo6sningsskisser till tentamen i TATA43 Flervariabelanalys 2016-10-22

1. Stationira punkter ges av Vf = (42* + 4z, 3y* + 62,22 + 6y) = (0,0,0), dvs. (z,y,2) = (0,0,0)

eller (z,y, z) = (0,6, —18). Ur andraderivatorna fas de kvadratiska formerna
Q0,0,0)(h, k,1) = 4k + 21> + 12kl = 4h* + 2(L + 3k)* — 18k*
och
Q0.6,—18)(h, k., 1) = 4h® + 36k + 2% + 12kl = 4h* + 2(1 + 3k)* + 18k>.

Man visar med standardresonemang att den forsta ar indefinit och den andra positivt definit, varav

det foljer att (0,0,0) inte &r nagon lokal extrempunkt, medan (0,6, —18) &r en lokal minimipunkt.
Svar: f har lokalt minimum i (0,6, —18).

. Bivillkoren g(z,y) = 2® +3? < 2 och h(z,y) = < —1 bestdmmer en sluten delmingd av en

cirkelskiva, (rita figur!) — alltsa en kompakt méngd — och malfunktionen f(z,y) = 222 +y* 4+ y &r
kontinuerlig dar. Alltsa existerar storsta och minsta véirde fér f pa denna méngd.

Vifar Vf = (4z,2y + 1), Vg = (22, 2y) och Vh = (1, 0). Kandidatjakt:
e Kandidater pa ytan g < 2, h < —1 finns dar Vf = (4z,2y + 1) = 0, d.v.s. dir (z,y) =
(0,—1/2), men dér &r h £ —1. Ingen kandidat hér.
e Kandidater pa cirkelbagen g = 2, h < —1 finns dér Vf | Vg, d.v.s. dir

4z 2y+1

0= 2z 2y

‘—2x(2y1) & x=0 eller y=1/2,

men eftersom h = x < —1 ser vi att  # 0 och endast fallet y = 1/2 aterstar. Inséttning i
g =2 ger 2> = 7/4 och diirmed de tva punkterna (£v/7/2,1/2), men kontroll mot h < —1
ger endast kandidaten f(—v/7/2,1/2) = 17/4.

e Kandidater pa strickan g < 2, h = —1 finns dir Vf || Vh, d.v.s. dir 2y + 1 = 0, alltsa
y = —1/2, vilket efter kontroll mot g < 2 ger kandidaten f(—1,—1/2) = 7/4.

e Losning av ekvationssystemet g = 2, h = —1 ger slutligen kandidaterna f(—1,1) = 4 och
f(=1,-1) = 2 (hornpunkterna).

Svar: fuax = f(=V7/2,1/2) = 17/4, fuin = f(—1,-1/2) = 7/4.

. Man kan t.ex. géra det linjira variabelbytet (y) = u(3)+v (%), dvs. 2 = u+4v, y = 2u — v.
d

Detta ger en ny triangel E' i uv-planet, med hérn i (0,0), (1,0) och (0,1). Determinanten ar.y)

det (3 %) = =9 ger dzdy = |-9| dudv, och alltsa

// _ dwdy // 9 dudv 1 /1 /1” du
= - — | av
81+ (2 —y 81+ (90)2 9 Ju_o \Juo 1+02
1 1
1—w 1 1 1 /7 1In2
= dv = - |arctanv — = In(1+0?)| === —- —="].
9/0 T+ 9{””“” T “’)]0 9(4 2)

. Som bekant #r gradienten V f(z,y) = (322 — 6xy°, —152%y* + 1) vinkelrdit mot nivikurvan genom
punkten (x,y). I en punkt (z,y) = (a,1) pa linjen y = 1 maste ddrmed gradienten vara riktad i
y-led for att nivakurvan ska tangera linjen, alltsa

Vf(a,1) = (3a* — 6a, —15a> +1) || (0, 1),

vilket &r fallet om och endast om 3a® —6a = 0. Detta ger a = 0 eller a = 2, s nivaikurvorna genom
(0,1) och (2,1) tangerar linjen. Insittning av dessa punkter i formeln for f(z,y) ger f(0,1) =1
och f(2,1) = -3. Svar: Nivakurvorna f(z,y) =1 och f(z,y) = —3.

(Om man ska vara noggrann bor man #ven papeka att V f(0,1) och Vf(2,1) inte &r nollvektorn, eftersom
—15a® + 1 # 0 dad a = 0 eller a = 2. Detta villkor garanterar ju, via implicita funktionssatsen, att
nivaméngden verkligen dr en kurva i ndrheten av respektive punkt.)



5. I rymdpolira koordinater fas ett nytt omrade E som ges av 0 < r < 2, 57/6 < ¢ < 37/2 och
0 <6 <m/4,alltsa

22 dedydz = rcos ¢sin 0)2 - 12 sin 0 drddde
1), K
= (/0 r dr> </Oﬂ/4 sin 9d9> (/573;:2 cosz¢d¢>
— /02 rd dr) (/0”/4(1 — cos®6) sinGdG) (/5:;2 w d(b)

572 3 w/4 . 3m/2
_ [r] {_ cosd 4 & 49] {(b N s1n2¢]
5 o L2 4 Jsns6

(8 —5v2)(87 + 3V/3)
: 15 .
(Svaret méste uppenbart bli positivt eftersom vi integrerar f(x,y) = z? > 0, och man kan se att det blev
positivt eftersom v2 =1,41... < 1,6 = 8/5.)

Svar

6. Variabelbytet u = y/\/z = 2~ y ochv=+z= z/? ger med kedjeregeln
2 = 2l + 2hvl = (=273 %y /2)2, + (27V?/2)2, och 2z, =zl + 2l = a2,
och sedan, i ett andra steg,

= (2)h = Ba™*Py/A)z), + (a7 Py/2)(2 ) + (a2 /4)2, + (2712 /2)(2)),
= (Bx7%2y/4)z, — (a7 /)2, + (@72 /4)2, — (27 2y/2) 20, + (271 /4)2),,
Zyy = Zyy = (2,)5 = (—z3/2)2)2! 4+ 222,
= —(56_3/2/2)% — (&7 %y/2) 2y, + (a71/2)21,,

Zyy = (23)y = x71/2(z;); =a12 .

Inséttning i differentialekvationen ger efter forenkling z2!/, = z, d.v.s. 2!/, = 1, eftersom z > 0.
Integreringar m.a.p. v ger forst 2z, = v + f(u) och sedan z = 112/2 +vf(u) + g(u), dar f och g ar
C?-funktioner av en variabel.

Differentialekvationens allménna 16sning #r saledes z(z,y) = /2 + vV f(y/V/T) + 9(y/\V/x).
Bivillkoren ger nu 0 = 2(1,y) = 1/2+ f(y) + g(y) och ¢ = 2(9,y) = 9/2 + 3f(y/3) + g(y/3) for
y € R, d.v.s. féljande bada ekvationer for funktionerna f och g:

f(t)+g(t)=—1/2 och 3f(t)+g(t)=e*—-9/2, t€R.

Vi far f(t) = /2 — 2 och g(t) = 3/2 — €*/2 och diirmed z(z,y) = /2 + vz (/Y72 — 2) +
(3/2 — €3NV /2) = (3 — 4v/x + 1) /2 + (VT — 1)e>V/VT )2

Svar: z(x,y) =



7. Sétt F(x,y) = 2¥ —x —y. Da ar F,(z,y) = 2¥Inx — 1. Eftersom F &r av klass c', F(1,3) = -3
och Fé(l, 3) = —1 # 0 s& &r villkoren for implicita funktionssatsen uppfyllda, och den siger da att
ekvationen F(zx,y) = —3 implicit definierar en C'-funktion y(x) nira (z,y) = (1,3), vilket skulle
visas. Notera att y(1) = 3 per definition.

Implicit derivering av sambandet z¥(®) — 2 — y(z) = —3 ger
24 (y () Inx + y(z)/z) — 1 —y'(z) = 0.
(Nir man deriverar z¥(®) far man ténka pa att det betyder ¥ "% ) Om vi I6ser ut y/(z) far vi

_ L—y(a)ay®) !
T oav@Ing—1

y' ()

Hir dr uttrycket i hogerledet av klass C' (ndira @ = 1), eftersom vi vet att y(z) dr det, och
eftersom vi inte dividerar med noll. Alltsd #r dven vinsterledet y'(z) av klass C!, vilket betyder
att funktionen y(z) sjilv &r av klass C2.

Vi &vergar nu till att skriva y och y’ istéllet for y(z) och 3/ (x), for enkelhets skull. Derivering av
y - (2¥Inz —1)=1—ya¥" " ger

y" (@¥Inz—1)+y - (2Y(y'Inz + y/z) Inz + 2Y /)
=—y ' =y (Y Ina + (y — 1)/2).
Om vi hir 16ser ut y”(x) far vi igen ett uttryck av klass C!, vilket betyder att y(z) sjilv #r av
klass C®. (Man kan fortsiitta pa liknande sitt och visa att y(x) rentav dr av klass C*.)

Inséttning av z = 1 och y(1) = 3 i formeln for y'(z) ger y' (1) = (=2)/(—1) = 2, och inséttning av
detta i formeln for y”(z) ger —y”(1) +2-1= -2 — 3 -2, alltsd y”(1) = 10. Taylors formel ger nu
utvecklingen av ordning 2 kring x = 1:

y(1+ ) = y(1) o+ LD

=3+ 2h + 5h% + O(h?).

+O(h?)

Svar: y(1+ h) =3 + 2h + 5h% + O(h%).



