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Inga hjilpmedel tillatna (inte heller miniriknare).
8/12/16 poiéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poéng (av 3 mdojliga) ger betyg 3/4/5.
Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

1. Bestéim alla C'-16sningar z(z,y) till differentialekvationen

Tz, — 2, = weY, (z,y) € R?,

under bivillkoret z(x,1) = 2% | genom att t.ex. géra variabelbytet u = xe¥, v = y.

// y dxdy
D

diar D gesav —1 <z+4+y <z —2y <2

2. Berakna

3. Bestam storsta och minsta virdet, om de finns, av
x? + 3y?
da (z+1)?+y* <5 o0ochy>uz.

4. Lat
f(z,y,2) = 2° + 32° + 4y* + 62% — 6oy — 622 + Syz + 42.
Ar (0,0,0) en lokal extrempunkt for f? Ar (0,1, —1) det? Ange i sa fall &ven om

det ar lokalt maximum eller lokalt minimum.

5. Bestam for vilka viarden pa konstanten C' som x + 3y + z = C' &r ett tangentplan
till ytan z* + 32y%z = 48.

/Yy
dxdyd
///171+(x2+y2+z2)3 e

dér D dr den méngd i R3 som ges av olikheterna 0 < z < y.

6. Berakna

2+ zy + P

/ 12 + y2
(a) Bestam f(0,0) sa att f(z,y) blir kontinuerlig i (0, 0).
(b) Avgér om f;(0,0) och f;(0,0) existerar.

(c) For vilka vektorer v (med |o] = 1) existerar f/(0,0) ?

7. Lat f(x,y) = for (z,y) # (0,0).



Lo6sningsskisser till tentamen i TATA43 Flervariabelanalys 2016-08-18

1. Kedjeregeln ger 2z, = z,u;, + z,v, = €z, och z, = zuy, + z,v, = ez, + z,, och insittning
i differentialekvationen ger —z, = ze¥, d.v.s. 2, = —u, som integrerad ger z = —uv + g(u) =

—zye? 4 g(xe), dir g dr en C'-funktion av en variabel.

Differentialekvationens allménna 16sning ar séledes z(z,y) = —zye? + g(ae?).

Bivillkoret ger nu 2? = z(z,1) = —ex + g(ex), sa g(t) = t + (t/e)?. Saledes ir z(x,y) = —xye? +
ze? 4 (ze¥/e)? = 2%e® ™2 — (y — 1)zeV.

Svar: z(z,y) = 2%e* 72 — (y — 1)zeY.

u=z+y,  du,o) ‘1 1

. Det linjéra variabelbytet { =1 _2‘ = -3, dudv= ’—3’ dxdy = 3 dzdy,

v=x-2y, d(z,y)
ger nytt omrade F : —1 < u < v < 2, och, med upprepad integration,

[lypaear= ] 252550 =5 [ ([ oa) =g [ [-55] o
1 2

1 —92)372 1
=—— | (u—22du=—— (=2 =__,
18/, 18 3 ) 2

. De tva bivillkoren g(z,y) = (z + 1)* + y* < 5 och h(z,y) = y — = > 0 bestdimmer en sluten del
av en sluten cirkelskiva — alltsi en kompakt méngd — och malfunktionen f(z,y) = x? + 3y &r
kontinuerlig dér. Alltsa existerar storsta och minsta virde for f pa denna méangd.

Vi far Vf = (2z,6y), Vg = (2 + 2,2y) och Vh = (—1,1). Kandidatjakt:
e Kandidater i ytan g < 5, h > 0 finns dar Vf = 0, d.v.s. dir (z,y) = (0,0), men h(0,0) % 0.
Ingen kandidat har.
e Kandidater pa cirkelbagen g = 5, h > 0 finns dér Vf | Vg, d.v.s. dar

2x 6y

0= 2v4+2 2y

’ = —4(2z + 3)y = x = —3/2eller y = 0.

Fallet © = —3/2 insatt i g = 5 ger y = +v/19/2, och kontroll mot » > 0 ger kandidaten
f(=3/2,/19/2) = 33/2. Fallet y = 0 insatt i g = 5 ger # = —1 & /5, och kontroll mot & > 0
ger kandidaten f(—1 —+/5,0) = 6 + 2V/5.

e Kandidater pa strickan h = 0, g < 5 finns dar Vf || Vh, d.v.s. ddr © = —3y, som insatt i
h = 0 ger punkten (0,0). Kontroll mot g < 5 ger kandidaten f(0,0) = 0.

e Hornpunkterna finns dar ¢ = 5, h = 0, och ur detta ekvationssystem far vi kandidaterna
f(1,1) =4 och f(-2,-2) = 16.
Svar: frax = f(=3/2,V19/2) = 33/2, fuin = £(0,0) = 0.
. Stationédra punkter for f bestdms av att
Vf=(fifi, fl) = (32" + 63 — 6y — 62,8y — 6x + 82,12z — 62 + 8y + 4) = (0,0,0).

Eftersom Vf(0,0,0) = (0,0,4) och Vf(0,1,—1) = (0,0,0) ser vi att punkten (0,0,0) inte &r
stationar for f och ddrmed inte kan vara en lokal extrempunkt for f medan ddremot punkten
(0,1,—1) ar stationér for f och darfor skulle kunna vara det — vidare undersékning krévs.

I punkten (0, 1, —1) blir andraderivatorna f,, = 6x+6 =6, f,\ = —6, f,. = =6, f,, =8, f,”. =8
och f!, =12, s& vi far den kvadratiska formen

fow foy L2\ (R 6 -6 —6\ [h
QU k)= (h k O s o fo) k=0 & 0){-6 8 8]k
fo. fy. L) \I 6 8 12/) \u

= 6h% 4 8k% + 1217 — 12hk — 12kl + 16kl = 6(h — k — 1)? + 2(k + 1) + 4%,



som &ar positivt definit eftersom Q(h,k,l) > 0 for alla (h,k,1), och Q(h,k,l) = 0 endast om
h—k—-1=0,k+1=00ch{=0,d.v.s. endast om (h, k,1) = (0,0,0). Allts& &r punkten (0,1, —1)
en lokal minimipunkt for f.

Svar: (0,0,0) &r inte en lokal extrempunkt for f. (0,1, —1) &r en lokal minimipunkt for f.
. Sétt F(x,y,2) = z* + 32y%2; da dr den givna ytan nivaytan F(x,y,z) = 48. Tangentplanet till
denna yta i en punkt (a,b,c) pa ytan ar planet x 4+ 3y + z = C precis d& VF(a,b,¢) || (1,3,1),
F(a,b,c) =48 och a4+ 3b+ ¢ = C, d.v.s. precis da

(4a®,96b%c, 320%) || (1,3,1), a* +32b°%c =48 och a+3b+c=C.

Det forsta villkoret ger ekvationerna a® = 8b% (d.v.s. a = 2b, ty a,b € R) och b%c = b3, av vilka
den senare ger b = 0 eller b = ¢. Fallet b = 0 ger a = 0, men F(0,0,c) = 0 # 48. Aterstar fallet
b = c. Insiittning i F = 48 ger 48 = F(2b,b,b) = 48b*, d.v.s. b = 1 (ty b € R), och diirmed
tangeringspunkterna (2,1,1) och (=2, -1, —1), med tillhérande C' = 6 respektive C' = —6.

Svar: C' = +6.
. Integralen &ar generaliserad men integranden &r positiv, sa vi far anvénda upprepad integration
och variabelbyten direkt.

Rymdpolirt byte = rsinfcos ¢, y = rsinfsin g, z = rcos med dedydz = r?sin 6 drdfdye och
ny mingd E: r > 0,0 < 0 <, 7/4 < ¢ < 7/2, ger, eventuellt med ett variabelbyte t = 73 i
r-integralen nedan,

x/y cos p/sin ¢ .2
7 dedydz = 0 drdfd
I, iy v = [, S5 o
2d ~/2
:/ r 7‘6./ smOdG/ C?Swdgo
o 147 0 x/4 S

tan(r®) 1™ ,r ,T In2
:[amzﬂ(r)} [ cos0] - [fsingl] ™2 = T2l v3 = T2,
0

(a) Med planpoléra koordinater = = pcosp, y = psin e far vi

p? cos? ¢ + p? cos psin g + p? sin® ¢
fla,y) = B

sa |f(z,y) = 0] < p(1+1+p) = 0 ndr p — 0 och ¢ varierar fritt, d.v.s. f(z,y) — 0 nir
(z,y) — (0,0). Satt darfor f(0,0) = 0 {or att fa kontinuitet i origo.

= p(cos? ¢ + cos psin g + psin® ),

Svar: £(0,0) =0.

f(h70) — f(oa O) h2/|h| h ]-7 h > 07

s& gransvirdet nir h — 0, d.v.s. f.(0,0), existerar ej. Vidare,

f(O,k‘)—f(0,0) — k3/|k“ -0
k k

=|k] -0 nirk—0,
sa f,(0,0) = 0.
Svar: f,(0,0) existerar ej. f;(0,0) existerar (= 0).
(c) Lat v = (a,b) med a® + b* = 1. Da blir

a — a)? +ta - 3
flt ,tb)t f(0,0):((t) +t|t|tb+(tb) _O>/ " +ab)\t|+b3|t|

som har grinsvirde nar t — 0 precis da a? + ab = 0, d.v.s. precis da a = 0 eller a + b = 0;
griinsviirdet dr d& definitionsmissigt riktningsderivatan f,(0,0). Motsvarande vektorer v med
lingd 1 &r 4(0,1) respektive +(1/v/2, —1/V/2).

Svar: f7(0,0) existerar nir v = (0,1), (0, 1), (1/v2, =1/V2) eller (=1/v2,1/V?2).



