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Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirdknare).
8/12/16 poiéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poéang (av 3 méjliga) ger betyg 3/4/5.
Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

1. Bestiam alla C'-funktioner f (x,y) som uppfyller differentialekvationen

:cfé—i—?yfg’/:mQ (x >0,y >0)

med bivillkoret f(z,1) = 2. (Anvénd t.ex. variabelbytet u = z, v = x2/y.)

2. Berakna /// xz dxdydz, dar
D

D:{(a:,y,z)ERg:zZO, 2P+ 22 <3, x+y <0}

3. Bestam alla lokala maximi- och minimipunkter till funktionen

f(‘rvyvz) = 31'2 +y2 +22 — 21’y+2$2 — 2z.
4. Bestém alla tangentplan till ytan 2% 4+ 3? — 22 = 1 som innehaller punkterna (3,2,2) och
(5,3,3).

5. Lat D vara det obegriansade omrade i R? som beskrivs av olikheterna > 2, y > 0 och
xy < 2. Berdkna vardet hos den generaliserade integralen

/ /D (zy — 1) dady

om den ar konvergent, annars visa att den ar divergent.
6. Bestam storsta vardet, om det finns, av

x8y4z2t
L+ (@x+y+z+1)30

f(x7y7z7t) =

daz>0,y>0,z>0o0cht>0.
7. Lat f(z,y) vara en C'-funktion av tva variabler.
(a) Ange det grinsvirde som definierar riktningsderivatan f,(a,b), dir v = (v1,v2) &r
en enhetsvektor och (a,b) &r en inre punkt i f:s definitionsméngd.
(b) Hirled formeln som uttrycker f, (a,b) i termer av V f(a,b).
(¢) Om f(ll/\/ﬁ,l/ﬁ) (a,b) = V18 och f(/—2/\/5,1/\/3) (a,b) = —V/45, for vilken enhetsvektor

v = (v1,v2) dr f(a,b) som storst, och vad &r detta storsta virde?
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1. Med det foreslagna variabelbytet fas
wh+2fy=a(fi+Z ) +2 (=% ) == [,

s& PDE:m 6vergdr i o f) = 22, dvs. f/ = u. Den allménna lsningen
ar alltsd f = u?/2 + g(v) = 22/2 + g(2?/y), dir g ar en godtycklig C!-
funktion av en variabel. Bivillkoret f(z,1) = 22 ger z*/2 + g(2?) = 22,
alltsa t/2 + g(t) = t, alltsa g(t) = t/2.

2 2

Svar: f(z,y) = ) + %

2. Byte till rymdpolédra koordinater ger ett nytt omrade F, som beskrivs
av 0 <r<+/3,0<60<7/20ch (tex.) —=57/4 < ¢ < — /4. Integralen
blir darmed

/// xzdmdydz:///Tcosgpsin9-rc086-TZSinedrdﬁdgo
D E

Mﬁ [smser/? { }m
= |— sin @
5 3 =0 p=—b7/4

r=0

_ 93 1 (-1 1)2_3\5/6

5 3 \V2 V2

Svar: —3v/6/5.

3. Stationara punkter fas ur villkoret V f(z,y, z) = 0; detta ger ett linjart
ekvationssystem med den enda l6sningen (z,y,2) = (—1,—1,2). Pa
vanligt satt finner vi f(—=1+h,—1+k,2+1) = -2+ Q(h, k, 1), dar

Q(h, k,1) = 3h* + k* + 12 — 2hk + 2hl = (k — h)* + (I + h)* + h%.

(Resttermen i Taylorutvecklingen ar faktiskt noll i detta fall; funktionen
f sjélv innehéller ju inga termer av grad hogre dn tva.) Det d4r uppenbart
att Q > 0 alltid, och @ =0 baraom k—h =1+ h = h =0, dvs. om
h =k =1=0. Ddrmed ar @ positivt definit, och f(—1,—1,2) = —2 &r
ett strangt lokalt minimium.

Svar: (—1,—1,2) ar en lokal minimipunkt.



4. Sétt f(z,y,2) = 2® + y* — 2% Tangentplanet till niviytan f = 1 i
punkten (a,b,c) har V f(a,b,c) = (2a,2b, —2¢) som normalvektor, och
det har alltsé ekvationen a(x — a) + b(y — b) + (—c¢)(z — ¢) = 0, vilket
kan skrivas som

ar + by —cz =1, (*)

eftersom punkten maste uppfylla a? + b? — ¢? = 1 for att ligga pa ytan.
Detta plan innehaller punkterna (3,2,2) och (5,3, 3) om och endast om
3a+2b—2c=1 och b5a+3b—3c=1,

dvs. (a,b,¢) = (=1,2+t,t) dar t € R. Det enda véarde pa t for vilket
detta uppfyller ytans ekvation a® + 0> — ¢ = 1 ar t = —1. Alltsa ar
(a,b,c) = (—1,1,—1) vilket sitts in i (%) ovan for att fa svaret.

Svar: Det enda sadana planet &r —x +y + 2 = 1.
5. Integranden f(x,y) = xy — 1 véxlar tecken i omradet (ldngs kurvan
xy = 1), sa vi maste undersoka den positiva delen och den negativa delen

var for sig. Den positiva delen fas genom att integrera dver omradet DT
somgesave >2,y>0ochl<zy <2

//D+(xy— 1) dxdy = /;02 (/;/;Ix@— %) dy) dx

L0 e L

=2 y=1/x

vilket ar en divergent integral. Darmed rdknas hela dubbelintegralen
over D som divergent (oavsett om den negativa delen ar konvergent
eller divergent, sa den saken behéver inte undersokas).

Svar: Divergent.
6. Vi soker storsta vardet av
aByt?t
I+ (x4+y+2z+1)3%0

f(l‘7y’z7t> -

pa D, som ges avx > 0,y > 0, 2z > 0, t > 0. Funktionen f &r
kontinuerlig, men D (en sextondel av R*) ér inte kompakt, si vi vet
inte pa forhand att f,.. existerar.

D &r unionen av mingderna D, = {(z,y,2,t) € D: x+y+z+t=a}
for a > 0, och varje D, ar sluten och begrédnsad; saledes existerar
¢(a) := maxp, f {or varje a > 0. Eftersom

Byt 2%t
14 a3

flz,y,2,t) = pa D,



ricker det att maximera f(z,v, z,t) := 23y*2%t pa D, for att bestimma
©(a). Trivialt ar f > 0pa D,, och f = 0 precis nir ndgon av variablerna
x,y, z, t ar 0, sd ¢(0) = 0 och maximum for fixt a > 0 antas i en punkt
dirg(z) =x4+y+z+t=a,2>0,y>0,2z>0,t>0, alltsa dar

{vf Vo . {x/Szy/4=z/2=t/1

g=a rt+y+z+t=a
8a 4a 2a y a
Tr = — [ — Zz = — e
15 7715 15’ 15

en enda kandidat; i steg * har vi ocksa anvént att x > 0, y > 0, 2 > 0,
t > 0. Vi far att

8a 4a 2a a) _ ]8449211 a'®

_ (8a 4a 2a ay . > 0.
#la) (15’15’15’15 155 140 47

Med b := a'® ricker det dérfor att optimera 1(b) := b/(1+?) for b > 0,
och eftersom ¢/(b) = (1 — b?)/(1 + b*)? ser vi att ¢ ar stringt vixande
pa [0, 1] och stréngt avtagande pa [1, 00, S& Pmax = ¥(1) = 1/2. Séledes
ar ¢ maximal nar a = 1, och darmed ar

8§ 4 2 1 234 1 233

foe = oo = (1) = 1 (35015 357 13) = 155 2 = 1515

Svar: 233 /1515

7. (a) Definitionen ar f/(a,b) = 11_% Jlattor,b +tw2) A b).

(b) Formeln ér f(a,b) = Vf(a,b) - v. Enligt definitionen av vanlig
envariabelderivata kan gréansvirdet i (a) skrivas som fl(a,b) =
g'(0), dar g(t) = f(a + tvy, b+ tvy). Kedjeregeln ger ¢'(t) = fL(a +
tvy, b+ tvy) vy + f;(a + tvy, b+ tvy) ve. Insdttning av ¢ = 0 i detta
ger fy(a,b) = ¢'(0) = fi(a,b) vi + f,(a,b) v = V f(a,b) - v, vilket
skulle visas.

(c) Med Vf(a,b) = (4) fas 222 = /18 och i\/gB = —/45, alltsa

V2
A=Toch B=-1.
Svar: Riktningsderivatan ar som storst i gradientens riktning:
v = \/% (7). Gradientens belopp /50 éar riktningsderivatans

storsta varde.



