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Inga hjilpmedel tillatna (inte heller miniriknare).
8/12/16 poiéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poéng (av 3 mdojliga) ger betyg 3/4/5.
Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

1. Bestdm samtliga lokala maximi- och minimipunkter till
fz,y) = 2° + day — 2* — >
2. Bestam storsta och minsta virdet, om de finns, av
r—y+=z
da 22 + 2y? + 22 = 10 och x > 0.

3. Berakna

/ / y* dxdy
D

dér D ges av olikheterna x? + 8zy + 20y*> < 3 och y < 0 < z + 2y.
4. Bestam alla tangentplan till ytan
2=z + y2
som innehaller linjen x =¢, y =0, 2 =2t — 5, t € R.

5. Bestam tyngdpunkten for den kropp D som uppstar ndr man fran ett homogent
halvklot med radie a tar bort ett halvklot med radie b < a, om motsvarande bada
hela klot har samma centrum. Undersok speciellt fallen b = 0 respektive b — a.

Tyngdpunkten (z7,yr, zr) ges av ar = [[[, xdzdydz/[[[, dzdydz etc.

6. Visa att ekvationen
vt — (1 +2%)y+2* =0

definierar en C!-funktion y(z) i en omgivning till (z,y) = (0, 1) och avgér om y(z)
har lokalt extremvérde i = 0; ange i sa fall karaktaren av det lokala extremvérdet.

7. Bestdm alla C'-16sningar z(z,y) till differentialekvationen
yZ; o Zg// = 89§'y, (l‘,y) € R27

under bivillkoret z(x,0) = €, x € R, genom att t.ex. gora ett variabelbyte av
typen u = f(z) + g(y), v = nagot lampligt.
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1. De stationira punkterna fas ur f, = 32% 44y —2x = 0 och f; = 42 —2y = 0. Den andra ekvationen
ger genast y = 2z, som insatt i den forsta ger 322 + 62 = 0, d.v.s. = 0 eller 2 = —2, och vi far
dérmed tva stationdra punkter: (0, O) och (-2, —4).

Andraderivatorna blir f;, = 6x — 2, f;) =4 och f), = —
I(0,0) blir f2/, = —2, och den kvadratiska formen

awn-o 0(E B0 03 )0

= —2h? 4 8hk — 2k? = —2(k — 2h)? + 612,
som &r indefinit eftersom t.ex. Q(1,2) = 6 > 0 medan Q(0,1) = —2 < 0, s& punkten (0,0) &r ingen
lokal extrempunkt f6r f.
I (—2,—4) blir f/, = —14, och vi far den kvadratiska formen

Q(h, k) = —14h* 4 8hk — 2k* = —2(k — 2h)* — 6h?,

som dr negativt definit eftersom Q(h, k) < 0 for alla (h, k) och Q(h, k) = 0 endast om k —2h =0
och h = 0, d.v.s. endast om (h,k) = (0,0). Saledes &r punkten (—2,—4) en lokal maximipunkt
for f.

Svar: (—2,—4) &r en lokal maximipunkt. Lokala minimipunkter saknas.

2. De tva bivillkoren g(z,v, z) = 22 4 2y® + 22 = 10 och h(x,y, 2) = > 0 bestdmmer en sluten halv
ellipsoidyta — alltsa en kompakt méngd — och malfunktionen f(z,y,z) = x —y + 2z &r kontinuerlig
dér. Alltsa existerar stérsta och minsta virde fér f pa denna méngd.

Vifar Vf=(1,-1,1), Vg = (2z,4y,2z) och Vh = (1,0,0). Kandidatjakt:
e Kandidater pa ytan g = 10, h > 0 finns dar
VillVg & z=-2y=-=2

Insittning i g = 10 ger 10y? = 10, d.v.s. y = 1, och kandidaten f(2,—1,2) = 5 (observera
att punkten (—2,1, —2) inte uppfyller kravet h > 0).

e Kandidater pa kurvan g = 10, h = 0 finns dar {V f, Vg, Vh} &r linjart beroende, d.v.s. dir

1 -1 1
0=1|2z 4y 2z|=—4y—2z,
1 0 0

d.v.s. dir z = —2y. Inséttning i h = 0 och ¢ = 10 ger z = 0 och y = +v15/3 och dirmed
kandidaterna f(0,v/15/3, —2v/15/3) = —V/15 och f(0, —v/15/3,2v/15/3) = V/15.

M: fmax = f(27 _172) = 5a fmin = f(oa \/ﬁ/?)’ —2\/ﬁ/3) = —\/ﬁ.

3. D kan skrivas (z + 4y)? 4+ (29)? < 3, y < 0, 0 < 2 + 2y. Vi gor forst ett linjirt byte u = = + 4y,
v = 2y som 6verfor D till en ny mingd E : u? +v* < 3, v <0, u > v (en cirkelsektor, rita figur!)
och ger dxdy = dudv/2, och sedan det vanliga planpoldra bytet « = pcos ¢, v = psinp med ny
mingd F: 0<p <3, —371/4 < ¢ <0 och dudv = pdpdyp, och far

2
// y2dxdy=// (E)zdudv // psing)2pdpdyp = // 1 —cos2p 2 dpds
D E 2 2
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4. Sitt F(x,y,z) = 2° + y* — z; da &r den givna ytan nivaytan F(z,y,z) = 0. Tangentplanet till
denna yta i en punkt (a, b, ¢) pa ytan innehaller linjen (x,y, z) = (¢,0,2t—5) = (0,0, —5)+1(1,0, 2)
precis da VF(a,b,c) L (1,0,2), VF(a,b,c) L (a—0,b—0,c+5) och F(a,b,c) =0, d.v.s. precis da

20—2=0, 2a°+202—¢c—5=0 och a®>+b*—c=0.

Det forsta villkoret ger a = 1, och det tredje insatt i det andra ger ¢ = 5; dessa bada samband
insatta i det tredje villkoret ger b? = 4, alltsa b = £2, och dérmed de bada tangeringspunkterna
(1,£2,5). Eftersom VF(1,£2,5) = (2,44, —1) far vi darfor de bada tangentplanen 2z4+4y—z =5
och 2z — 4y — z = 5.

Svar: Tangentplanen dr 2x + 4y — z = 5 och 2o — 4y — z = 5.

5. Vi inf6r ett ortonormerat koordinatsystem med origo i motsvarande bada hela klots gemensamma
centrum och positiva z-axeln langs kroppens symmetriaxel, genom kroppen.

Rymdpolért byte = rsinfcosp, y = rsinfsiny, z = rcosf ger dedydz = 12 sin 6 drdfdy och
ny mingd F: b<r <a,0<60<7/2 0<¢p <27 Av symmetriskil dr z7 = 0 = yp. Vidare,
[[]p zdxdydz = [[[,r®cosOsinfdrdfde = [, 3 dr - foﬂm cosfsinf do - fo% do = w(a* — b*)/4
och [[[, dezdydz = volym(D) = 2m(a® — b%)/3. I detta koordinatsystem &r alltsé

0w o mla=bh/a 3t b 31— (bfa)t
TED VTS TT i@ —03)/3 8 ad—b 81— (ba)

I specialfallet b = 0 blir z7 = 3a/8, medan fallet b — a ger, med ¢t = b/a och observationen att
1—thHY/1 =)= +t+2+)/ 1+t +1*) —4/3dat — 1, att 20 — a/2 da b — a.

6. Med F(x,y) = y* — (1 + %)y + 2* kan var ekvation skrivas F(z,y) = 0. Vi ser att F € C' och
F(0,1) = 0, och eftersom F, = 492 — 1 — 2% ar F,(0,1) = 3 # 0. Implicita funktionssatsen medfor
dirfor att ekvationen F(x,7) = 0 i en omgivning till (0,1) definierar en C'-funktion y(z).
Implicit derivering av F(z,y(z)) = 0 ger 42° — 2zy(x) + (4y(x)® — 1 — 2%)y/(z) = 0, d.v.s.

~ 2xy(x) —42®

 4y(z)3 — 1 — 22

y(z) — 222

/ .
y'(z) =2z - g(z), dér g(z) = L@P—1—a
Vi noterar forst att 4/ (0) = 0, s& = 0 kan vara en lokal extrempunkt for y(z). Eftersom g(0) = 1/3
och g dr kontinuerlig i en omgivning till z = 0 &r g(z) > 0 1 ndgon omgivning till x = 0, och i denna

omgivning uppvisar y'(x) teckenviixlingen — 0 +. Saledes har y(x) ett lokalt minimum i z = 0.

Svar: Lokalt minimum.

7. Eftersom z;, = z,u), + z,v}, och z, = z,u, + z,v, far vi yz, — 2z, = (yu, — uy)z, + (yv, — v, )2,

Med det foreslagna bytet u = f(z) + g(y) blir alltsa
yzh — 2z, = (uf' (@) — g'(y)) 21, + (Yo, — v},) 2,

Hir kan vi villja f och g sa att koefficienten for z/, blir noll, limpligen genom att se till att
f'(z) = 1 och ¢'(y) = y. Alltsa dr u = x + y*/2 ett bra val, och vi kan nu vilja v s enkel som
mojligt samtidigt som bytet (x,y) < (u,v) blir C* at bada hall; v = y duger, ty da blir = u—v?/2
och y = v. Med detta variabelbyte far vi yz; — z, = —z, och dérmed differentialekvationen z, =
—8(u—1%/2)v = —8uv+4v>, som integrerad ger z = —4uv? +v* +h(u) = —4zy® —y* +h(z+y*/2),
dér h &r en C'-funktion av en variabel. Bivillkoret ger slutligen e* = z(x,0) = h(x) for alla v € R,
d.v.s. h(t) = e, t € R, varfor z(x,y) = exp(x +y*/2) — day® — y*.

Svar: z(x,y) = exp(z + y?/2) — 4ay?® — y*.



