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Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirdknare).
8/12/16 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poéng (av 3 mojliga) ger betyg 3/4/5.
Léank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

1. Bestadm de tangentplan till ytan xy+yz-+x2z = 1 som ar parallella med planet x+2y+z = 3.

2. Bestdm samtliga lokala maximi- och minimipunkter till

flz,y,2) = y*z —a® — 2y° — 2%

///D(x — y)z dxdydz,

dir D ges av 22 +4y® + 22 <4, 2 <0 och 2y < z.

3. Berdkna

4. Bestam storsta och minsta vardet, om de finns, av
2 +ay+yi—vy
daz?+y’<lochz+y<-—-1.

5. Berakna /// y dxdydz, dér omradet D ges av 22 +y? < z < 2 och y > |z|.
D

u=ax>—zy

6. Visa att sambandet {
v=2zy—y

o kring punkten (z,y) = (1,2) definierar en lokal

x = z(u,v),
y = y(u,v).

/
u

Bestim sedan z,y, 2}, x,,y., och y. i punkten (u,v) = (—1,0).

Cl-invers {

7. Bestiim alla C%-16sningar z(z,y) till differentialekvationen

" 2.1

:Uyzm—yzmij(y—l—yQ)z;:O, x>0,y>0,

under bivillkoret z(x,z) = 0, till exempel genom att gora variabelbytet u = xy, v = y.
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1. Satt F(x,y,2) = zy + yz + xz; d& dr den givna ytan niviytan F(x,y,z) = 1. Tangentplanet
till denna yta i en punkt (a,b,c) pa ytan &ar parallellt med planet © + 2y + 2z = 3 precis da
VF(a,b,c) | (1,2,1) och F(a,b,c) =1, d.v.s. precis da

(b+c,a+c,a+b) | (1,2,1) och ab+bc+ac=1.
Det forsta villkoret ger a = ¢ och b = 0, som insatt i det andra ger ¢? = 1, och déirmed tangerings-
punkterna (1,0,1) och (—1,0, —1), med tangentplanen z + 2y 4+ z = 2 respektive x + 2y + z = —2.
Svar: Planen &r x + 2y + z = £2.
2. Stationira punkter for f fas ur ekvationssystemet f. = —2x = 0, f; = 2yz — 4y = 0 och
fl = y> — 2z = 0. Den forsta ekvationen ger trivialt = 0, och den tredje ger z = y2/2, som

insatt i den andra ger y® —4y = 0, d.v.s. y = +2 eller y = 0. Vi far saledes tre stationira punkter:
(0,2,2), (0,—2,2) och (0,0,0).

Andraderivatorna blir f,}, = =2, ;' =0, f., =0, f;, =2z —4, f,, =2y, fI, = -2.

I punkten (0,2,2) ar fqyy =0 och f;’z =4, sa vi far den kvadratiska formen

R A -2 0 0\ [h
Qh k)= (h k 0O f, f4 fr]=0 k )0 0 4]k
R R 0 4 -2/ \!

= —2h% — 21% 4+ 8kl = —2h® + 8k? — 2(1 — 2k)?,

som #r indefinit: exempelvis &r Q(1,0,0) = —2 < 0 medan Q(0,1,2) = 8 > 0. Alltsa ar (0,2, 2)
ingen lokal extrempunkt for f.

I punkten (0, —2,2) blir fortfarande f,,, = 0 medan f,, = —4, och vi far helt analogt Q(h, k,1) =
—2h? — 21% — 8kl = —2h* 4 8k* — 2(I + 2k)?, som ocksa &r infinit eftersom exempelvis Q(1,0,0) =
—2 < 0 medan Q(0,—1,2) = 8 > 0; inte heller (0, —2,2) &r nagon lokal extrempunkt for f.

I punkten (0,0,0), slutligen, &r f,, = —4 och f;. = 0, si Q(h,k,1) = —2h?% — 4k* — 212, som
ar negativt definit eftersom Q(h, k,1) < 0 for alla (h,k,l), och Q(h,k,l) = 0 endast om h = 0,
k=0o0chl=0,d.v.s. endast om (h,k,1) = (0,0,0). Alltsa &r punkten (z,y, z) = (0,0,0) en lokal
maximipunkt for f.

Svar: (0,0,0) &r en lokal maximipunkt. Lokala minimipunkter saknas.

3. Linjért byte u = z, v = 2y, w = z med |d(u,v,w)/d(z,y, z)| = 2, s& att dedydz = dudvdw/2, och
nytt omrade E : u? +0? + w? < 4, w <0, v < u, f5ljt av rymdpolirt byte u = rsinf cos ¢, v =
rsin@sin , w = rcos med dudvdw = r*sin @ drdfde och grinser F : 0 <r <2 7/2 <6 <,
=3r/4 < ¢ <m/4, ger

///D(m vz = ///E (2u ; v)w dUd;)dw
1 2

T w/4
:1/ r4dr~/ sin29(:ost9d0~/ (2 cos @ — sing) dp

0 /2 —37/4
1[5 [sin®0]" /4 132 , 1 8v2
= |— 2si =—.22 (=) 3v2=— .
4 |:5:|0|: 3 ]ﬂ/[Z SlngD+COS<,0]737r/4 4 5 ( 3) 3\[ 5

4. De tva bivillkoren g(z,y) = 2° + 3? < 1 och h(z,y) = = + y < —1 bestimmer en sluten del av en
sluten cirkelskiva — alltsd en kompakt méngd — och méalfunktionen f(z,y) = 2 +ay+y® —yar
kontinuerlig dar. Alltsa existerar storsta och minsta véirde fér f pa denna méngd.

Vifar Vf = 2z +y,z+ 2y —1), Vg = (2z,2y) och Vh = (1, 1). Kandidatjakt:



e Kandidater i ytan g < 1, h < —1 finns dar Vf = 0, d.v.s. dér (z,y) = (—1/3,2/3), men
denna punkt ligger utanfér méngden. Ingen kandidat hér.
e Kandidater pa cirkelbagen g = 1, h < —1 finns dar Vf || Vg, d.v.s. dér

2r+y xz+4+2y—1

0= 2x 2y

=2y% — 22% 4 2,

och eftersom dessutom y? = 1 — 2 far vi 22 — 2 — 1 =0, alltsa z = 1 eller z = —1/2. Fallet
x =1 ger y = 0 och ddrmed punkten (1,0), och fallet = —1/2 ger pa samma sétt punkterna
(—1/2,4V/3/2); kontroll mot h < —1 ger att endast en av dessa tre punkter &r en kandidat:
f(=1/2,—v3/2) =1+ 3V3/4.

e Kandidater pa strickan h = —1, g < 1 finns dér Vf || VA, d.v.s. dér 2z +y = = + 2y — 1,
som insatt i h = —1 ger punkten (—1,0) som inte uppfyller kravet g < 1. Ingen kandidat hér.

e Hornpunkterna finns dar g = 1, h = —1, och ur detta ekvationssystem far vi kandidaterna

f(=1,0) =1 och f(0,—1) =2.
Svar: finax = f(—1/2,—V3/2) = 1+ 3V3/4, fuin = f(—1,0) = 1.

5. Med stavar i z-led far vi stavarna z? 4+ 3°> < z < 2, och projektionen D pa zy-planet ges av
2% +y? <2 och y > |z|, som kan skrivas —1 < 2 < 1, |z| <y < /2 — 22 (rita figur!). Saledes blir

R AT LT (e

-/ [@—w:w} ;ﬁm_/lu_% fatydr= 18,

) 15

6. Avbildningen &r C', och (z,y) = (1,2) avbildas pa (u,v) = (—1,0). Funktionalmatrisen

Iu,v) (), wuy\ _ (32 —y —x (1 -1
oz,y)  \v, v,) 2y 20 —2y)  \4 -2

i punkten (z,y) = (1,2), och eftersom denna matris dr inverterbar (determinanten = 2 # 0)
medfér inversa funktionssatsen att avbildningen har en lokal C*-invers 2 (u,v), y(u,v) definierad
i ndgon omgivning till (u,v) = (—1,0). Trivialt & = 1 och y = 2 nér (u,v) = (—1,0), medan

derivatorna dar fas med invers matris:
Oayy) (o, o\ (u, W\ (1 -1\ _1(-2 1
d(u,v) vy ) \whw —\4 =2 T o\—4 1)

Svar: I punkten (u,v) = (-=1,0)draz =1,y =2, 2, = —1, 2, =1/2, y,, = =2 och y}, = 1/2.

< e >

7. u=xy och v =y ger z, = yz, och z, = xz, + z,. Vidare,

2= () = (W2l)e = y(20)h = Y210,
zoy = (2h)y = Wz)y = 20 T Y(20)y = 20 + TYZiy + Yzuy.

Insattmng i differentialekvationen ger efter forenkhng > 2 — ygzgv = 0, vilket ar ekvivalent med

20l — 2z, = 0 eftersom y > 0. Sétt w = z/,. Var ekvation dr d& w) —w = 0, som loses med
integrerande faktor: (e "w)!, = 0, som ger w = e’ f(u). Integration m.a.p. u ger sedan z =

VF(u) + G(v), dir F och G ar C*-funktioner av en variabel och F' = f.
Allmé&n 16sning till differentialekvationen dr saledes z(z,y) = e F(zy) + G(y).

Bivillkoret ger nu 0 = z(z,z) = " F(2?) + G(x) da = > 0, d.v.s. G(t) = —e'F(t?) da t > 0, och
dirmed far vi 16sningarna z(z,y) = eV F(xy) — eV F(3?).

Svar: z(z,y) = ¢¥(F(zy) — F(y*)), F € C*.



