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Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirdknare).
8/12/16 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poang (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5. Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

x=1—2t

9 och funktionen
y=t

1. Betrakta den parametriserade kurvan {

f(z,y) = 2 — arctan(a® + 3y?).

Hur snabbt okar eller minskar f per langdenhet i kurvtangentens riktning i punkten
(1,1)7 T vilken riktning i denna punkt ar féordndringstakten maximal och hur stor
ar den da?

2. Bestam samtliga lokala maximi- och minimipunkter till

3. Berikna volymen av den kropp i R® som begréinsas av ytorna 2%+ 4 2% = 6 och
2, .2
z=x"+y".

4. Bestdam de punkter P pa kurvan z = y? sadana att kurvans normallinje i P gar
genom punkten (2, —1).

5. Berdkna
// max(0,y* — zy) dxdy,
D

diar D ges av 2° +y* < 1 och x > 0.

(Beteckningen max(s, t) betyder som bekant det storsta av talen s och ¢.)

6. Visa att ekvationssystemet
z4sinzyz =1, 239> + 2y +yz =2

implicit definierar C'-funktioner x = f(z) och y = g(z) i en omgivning till punkten
(x,y,2z) = (0,2,1). Ange ocksa funktionsvirdena f(1) och g(1) samt derivatorna
f'(1) och ¢'(1).

7. Bestam for alla virden pa parametern ¢ > 0 storsta och minsta véirdet, om de finns,
ava®+yt +22da 2 >+ och v+ cz = 1.
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. Kurvan (x(t),y(t)) = (t3 — 2t,t?) passerar punkten (1,1) d& t3 — 2t = 1
och t?> = 1, dvs. da t = —1. Kurvans tangentvektor (x (t)) = (3-2) ar

y'(t) 2t
dérfor i den punkten lika med (;:E:B) = (32 ) Enhetsvektorn i denna
1

riktning dr v = —= (%), och gradienten av f(z,y) = 2 — arctan(z? + 3y?)

ir Vf(z,y) = W (3y ), sd den efterfrigade riktningsderivatan ir

R =v-vian = (L) 2 (3) = g - 275,

Riktningsderivatan r som storst i gradientens riktning (alltsd den rikt-

ning som ges av vektorn (Z3)) och dess maximala vérde &r [V f(1,1)] =
—2 2v/10

1% (3)] =240

Svar: Funktionen 6kar med hastigheten 21/5/17 enheter per lingdenhet
ndr man gar i kurvtangentens riktning. Den maximala férdndringstakten

ar 2\/@/17 och sker i riktningen (:é)

. Funktionen f(z,y,z2) = i — 2 _ L1 4 Iny dr definierad for  # 0, y > 0,

z xr
z # 0, och dess gradient ar
1 z 11 T

1
Vf(z,y,z) = (—;+ﬁ7—y+§7§+zf2)-

Stationdra punkter ges av Vf = 0, dvs. 22 = z, y?> = yz, xy = —22. Den
andra ekvationen séger (eftersom y > 0) att y = z, vilket insatt i den tredje
ger rz = —z2. Eftersom z # 0 sa medfér detta att 2 = —z, och ur den forsta
ekvationen far vi till slut z = 1. Alltsd ar (x,y,2) = (—1,1,1) den enda
stationdra punkten for f. Andraderivatorna i denna punkt ar f = ;—32 =2,

”—k—i—l //_721_2 ) //_L_l //_;1__1

yy — 33 y2 T T Jzz T 23 T S Jry T Y Jxz T 22 T Jyz T oy2 T ’

s& den kvadratiska formen i Taylorutvecklingen f(—1+h,1+k,14+1) =
f(=1,1,1) + Oh + Ok + 0l + 2Q(h, k, 1) + O((h? + k* + 12)3/2) blir

Q(h, k,1) = 2h* + k* + 21% 4 Ohk + 2hl — 2kl
= (k—1)®+1* +2n* + 2hl
=(k—-0*+(1+h)?*+hr%.
Detta visar (enligt det vanliga resonemanget) att @ &r positivt definit och
att f ddrmed har ett lokalt minimum i den aktuella punkten.
Svar: Funktionen saknar lokala maximipunkter, men (—1,1, 1) &r en lokal

minimipunkt.

. Paraboloiden z = 2% + y? delar klotet 2% + 3% + 22 < 6 i tva delar, en del
D som ligger ovanfér paraboloiden och en annan del F som ligger under.
Vi berdknar volymen av D nedan. (Men vi godkdnner dven svar dar man
tolkat frigan som att det dr volymen av E som soks.)

L&t p = y/22 + y? som vanligt. Sfiren p? + 22 = 6 och paraboloiden z = p?
skir varandra lings den cirkel som ges av z = 2 och p = /2 (vilket man



ser genom att 16sa ekvationen z + 22 = 6 dir z = p? > 0). Kroppen D
avgransas alltsa av ett "tak” som bestar av den del av sfaren som ligger
ovanfor héjden z = 2, och ett "golv” som bestar av den del av paraboloiden
som ligger under héjden z = 2.

Tvérsnitten D, for fixt z € [0,1/6] ér cirkelskivor, vars areor mp? forstas
dr latta att berdkna; man behdver bara ta hansyn till att det blir olika
beroende pd om man snittar i taket (dér radien blir p = V6 — 22) eller i
golvet (dar radien blir p = 1/z):

Volym(D / / drdydz = / ( / / dxdy) dz = / Area(D

:/ r(vz) dz+/f7r(\/67) dz

0

2 V6 22
:77/ zdz+7r/ (6—22)dz—7r(4\[—3).
0 2

Alternativt kan man berdkna volymen genom att dela upp kroppen i stavar
som loper i z-led fran golvet till taket, ovanfér kroppens projektion E i xy-
planet, som ir en cirkelskiva med radien /2 (enligt skirningsberikningen
vi gjorde i borjan). Integrationen 6ver E utfors lampligen med hjilp av
polédra koordinater:

vot) = [ s~ [ ([T dz) dsdy
// V6 — 22 — 92 — (a? —l—y))dxdy
—27r/ (\/67— 2)pdp:27r<2f—131>.

0
Svar: 27 (2\/6 — %)

. Kurvan o = y? &r en nivakurva till F(x,y) = z — 3?2, sd dess normallinje
N i punkten P = (a,b) har riktningsvektorn VF(a,b) = (_}, ). Kravet
for att linjen N ska gd genom punkten (2, —1) dr att dess riktningsvektor
ar parallell med den vektor som gar mellan punkterna (2, —1) och (a,b),
alltsé att (_%, ) dr parallell med (Z;f ):

1 a—2
O:dct(_2b b+1> =({b+1)+2bla—2)=2ab—3b+1.

Insittning av villkoret a = b? (punkten (a,b) ska ju ligga pa kurvan) ger
en tredjegradsekvation dédr det ar latt att gissa en av rotterna (ndmligen
b=1):

0=2b"—3b+1=(b—1)(20% +2b—1).
De andra tva rotterna blir dirmed b = %(—1 + v/3). Kvadrering av de
funna vérdena for b ger motsvarande vérden for a.

Svar: Punkterna &ar (1,1), (277‘5, %\/5) och (2+T\/§’ 71%‘/5)



Anm.: Man kan enkelt kontrollera att svaret ar rimligt med hjilp av
nirmevirdet v/3 ~ 1,7 och foljande figur:

Yy
(1,1)
_ (2=V3 —14+V3)\
P = ( ST ) ~ (0,15, 0,35)
P
T
(2,-1) Py = (2583, =155 ~ (1,85, —1,35)
Py
$:y2

5. Linjerna y = 0 och y = x delar in halvcirkelskivan D = {(z,y) € R?: 2% +
y? <1, x >0} i tre delar,

dir y?> — 2y = y(y —z) > 0 om (x,y) € D; eller (x,y) € D3, medan
y? —xy < 0 om (x,y) € Do. Alltsé far vi, med hjilp av polira koordinater,

/ max(0,y* — zy) dedy

D
= / (y* — zy) daedy + // 0dxdy + // (y* — zy) dady
Dy Do Ds
0 1
:/ </ (p*sin? ¢ — p? cosgpsingp)pdp) dy
p=—m/2 p=0

/2 1
+O+/ P (/ O(pzsin250p2cos<psincp)pdp> dy
p=m p=
1 /O 1 /2
== / (sin? ¢ — cos psin p)dp + - / (sin? ¢ — cos psin p)dep.
4 —m/2 4 /4

En primitiv funktion till
g(p) = sin? ¢ — cos psin p = 1 — L cos2p —cospsing
ar
G(p) = 2o — sin2p — Lsin® o,
s& integralens varde blir

%[G(s@)in/z " i[G(W)}:Z B i <(O e (_Z o ;>>



6. Sitt F(x,y,2) = z + sinayz och G(r,y,2) = 23y?> + 2y + yz. Da ar F
och G funktioner av klass C! (eftersom de ér bildade genom samman-
sattning av elementéra funktioner), punkten (z,y, z) = (0,2, 1) uppfyller
ekvationssystemet F(z,y,2) = 1, G(z,y,2) = 2, och determinanten

F, F)\ _ YZCOSTYZ  TZCOSTYZ
det (G’m G,) det 322y +y 223y + x4z

har i punkten (0,2, 1) vérdet

2 0
det<2 1)—27&0.

Forutsidttningarna for implicita funktionssatsen ar alltsa uppfyllda, och den
siger att ekvationssystemet F' = 1, G = 2 implicit definierar funktioner
x = f(z) och y = g(z) i en omgivning av punkten (0,2, 1), vilket skulle
visas. Per definition &r f(1) = 0 och g(1) = 2, och implicit derivering av
identiteterna F' =1, G = 2 ger

Y2 COSTYZ Tz COSTYZ dr/dz n 1+azycoszyz) (0
322y +y 223y +a+2) \dy/dz Yy —\o)’

dir x = f(z) och y = g(2). Inséttning av z = 1 ger

G G0 -6)-6)
alltsd f(1) = —1/2 och ¢/(1) = —1.

Svar: Bevis enligt ovan. De efterfragade viardena ar f(1) =0, g(1) = 2,
(1) =-1/2,¢(1) = -1.

7. Mélfunktionen f(x,vy,2) = 22 +y? + 22 &r avstandet i kvadrat fran (z,y, 2)
till origo, alltsd en kontinuerlig funktion. Lat M. for ¢ > 0 vara den
mingd i R? som bestims av bivillkoren g(z,y, z) = 2% +y? — 22 < 0 och
h(z,y,z) = x + cz = 1; M. ar sluten, men det dr inte sikert att den ar
begrdinsad.

< _2),2 2
g<0 — (I1—c)2z"+2cz>y*+1 (1)
h=1 x=1-—cz (2)

Nér 0 < ¢ < 1 ser vi, for givet y € R, att (1) dr uppfylld {or alla tillrackligt
stora positiva z, och insdttning i (2) ger tillhérande z; M, ar alltsd en
obegrinsad mingd. f(z,y,z) > 22 och kan dérfor bli hur stor som helst
pad M., s& fiax existerar inte. Ddremot existerar f,i, eftersom skdrningen
mellan M, och ett tillrickligt stort klot z2 + 32 + 22 < R? &r en icketom
kompakt méngd K och f &r stor pd M. \ K.

Néar ¢ > 1 ar

2
9 9 c 1
— — <
W = @y 55) <z



en ellipsskiva i variablerna y och z, och dédrmed ar dessa variabler be-
gransade i M,; fran (2) ser vi sedan att dven x &r begransad i M., som &r
alltsa ar en begrdnsad méngd. M, &ar sidledes kompakt, och déarfor existerar
béde fiax och fumin-

De punkter dir minsta och, om ¢ > 1, storsta viarde antas fas nu med
sedvanlig kandidatjakt. Gradienter: V f = (2z, 2y, 2z), Vg = (2z, 2y, —22)
och Vh = (1,0, ¢).

e Kandidater i ytan g < 0, h = 1 finns déar Vf || Vh, alltsd dér y = 0
och z = cx. Bivillkoret g < 0 kan nu skrivas (1 — ¢?)z? < 0, och &r
uppfyllt precis da ¢ > 1 och x # 0. Endast nér ¢ > 1 far vi darfér en
kandidat, ndmligen f(ﬁﬂ, =55) =1/( +1).

e Kandidater pa kurvan ¢ = 0, h =1 finns déar {V f, Vg, Vh} ar linjirt
beroende, d.v.s. dér

20 2y 2z 0 0 4z
0=2x 2y —2z|=1|2z 2y —2z|= —8yz,
1 0 c 1 0 c

alltsa y = 0 eller z = 0. Fallet z =0 insatt i g = 0 ger x = 0 = y, men
h(0,0,0) = 0 # 1. Fallet y = 0 insatt i g = 0 ger = %2z, och delfallet
x = z insatt i h = 1 ger kandidaten f(c_%l, 0, c-s%l) =2/(c+1)? medan
delfallet z = —z insatt i h = 1 ger kandidaten f(c__—ll,O,c_%) =
2/(c—1)? om ¢ # 1; notera att 2/(c +1)? < 2/(c — 1) nér ¢ > 0 och
c# 1.

Notera slutligen att 2/(c+1)*—1/(c?+1) = (c—1)?/((c+1)*(c*+1)) >0

nar ¢ > 1.

Svar: Om 0 < ¢ < 1: max saknas, min = 2/(c + 1)2.

Om ¢ > 1: max = 2/(c — 1)?, min = 1/(c* + 1).



