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Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirdknare).
8/12/16 podng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 podng (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5. Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

1.
2.

Bestim samtliga lokala maximi- och minimipunkter till f(z,y) = 2° — y* + 3zy.

Kroppen K ges av 2% + y* + 2> < R?, dir R > 0 samt 2 > 0,y > 0 och z > 0.
Bestam tyngdpunktens y-koordinat:

yTI///Kyda:’dydz////dedydz.

Bestdm storsta och minsta virdet, om de finns, av 2y — 2z da 2% + y* < 12 och
r+y <0.

Bestam samtliga punkter pa ytan
z =2 + 4y,
dér tangentplanet till ytan innehaller linjen (z,y, z) = (2,0,0) +¢(1,1,—4), t € R.
Berikna
//D(x — y)|1n(x + 2y)} dzdy,
dér D ér triangeln med hoérn i punkterna (0,0), (1,1) och (-3, 3).
Bestam alla C2-16sningar z(z,v) till differentialekvationen

2.1 " 2.1
T2y, — 20YZy, + Y 2y,

+2yz;:6x3, x>0,y>0,
under bivillkoret z(1,y) = y*+4 1, t.ex. genom att géra variabelbytet u = zy, v = x.

Visa att ekvationssystemet

(e“cosv+u)r — (esinv+v)y =2r+ 1
(e"cosv+u)y+ (e"sinv +v)xr =21 —1

i en omgivning till punkten (z,y,u,v) = (1,—1,0,27) definierar C'-funktioner
u(x,y), v(z,y). Berdkna ocksa u,(1, —1),u, (1, —1),v,(1, —1), och v, (1, —1).
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1. De stationira punkterna fas ur f. = 32% + 3y = 0 och f; = —3y? 4+ 3z = 0. Den forsta ekvationen
ger genast y = —x2, som insatt i den andra ger 3z — 3z* = 0, d.v.s. 3z(1 — 23) = 0, sd z = 0 eller
x = 1. De stationdra punkterna &r siledes (0,0) och (1,—1).

Andraderivatorna blir f;, = 6z, f;\, =3 och f,} = —6y.
I (0,0) blir £/, =0, f,, = 3 och f,\, =0, och den kvadratiska formen

awn-0 9 ( B)()-0 o(E () -

ar indefinit eftersom t.ex. @Q(1,1) = 6 > 0 medan Q(—1,1) = —6 < 0, s& punkten (0,0) &r ingen
lokal extrempunkt f6r f.

I (1,-1) blir f;, =6, f,, =3 och f,\, =6, och vi far den kvadratiska formen
Q(h, k) = 6h? + 6hk + 6k* = 6(h + k/2)* + 9k* /2
som &r positivt definit eftersom Q(h, k) > 0 for alla (h, k) och Q(h,k) = 0 endast om h+k/2 =0
och k =0, d.v.s. endast om (h, k) = (0,0). Séledes &r punkten (1, —1) en lokal minimipunkt fér f.
Svar: (1,—1) &r en lokal minimipunkt. Lokala maximipunkter saknas.
2. Kroppen K &ar den attondel av klotet med centrum i origo och radie R som finns i positiva
oktanten. Namnaren [[[, dzdydz = volym(K) = (4wR?/3)/8 = 7R?/6, medan téljaren, med

rymdpolirt byte = rsinfcosy, y = rsinfsing, z = rcosf, dedydz = r*sinf drdfddy och ny
mingd £: 0<r <R, 0<6<7w/2,0< ¢ <w/2 blir, med omskrivningen sin? 0 = (1—cos26)/2,

R /2 w/2
/// yd:cdydz:/ 7’3dr~/ sin29d0~/ sin o dy
K 0 0 0

{r‘*r [0 sinzor/z{ ]”/2 TRY TRY/16 3R
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3. De tva bivillkoren g(z,y) = 2 4+ y* < 12 och h(z,y) = £ +y < 0 bestdmmer en sluten halvcir-
kelskiva — alltsd en kompakt méngd — och malfunktionen f(z,y) = xzy — 2z ar kontinuerlig dér.
Alltsé existerar storsta och minsta virde for f pa denna méangd.

Vifar Vf = (y — 2,z), Vg = (2z,2y) och Vh = (1,1). Kandidatjakt:
e Kandidater i ytan g < 12, h < 0 finns dédr Vf = 0, d.v.s. dér (z,y) = (0,2), men denna
punkt ligger utanfér méngden. Ingen kandidat har.
e Kandidater pa halvcirkeln g = 12, h < 0 finns dir Vf || Vg, d.v.s. dar

0:‘”2

9.2 f 92
9 2y—2y 4y — 227,

och eftersom dessutom 2% = 12 — 3 far vi 4> —y — 6 = 0, alltsa y = 3 eller y = —2. Fallet
y = 3 ger © = +v/3 och dérmed punkterna (£v/3,3), och fallet y = —2 ger pi samma sétt
punkterna (:t\/g, —2); kontroll mot h < 0 ger att endast en av dessa fyra punkter &r en
kandidat: f(—v/8, —2) = 8V/2.

e Kandidater pé strickan h = 0, g < 12 finns dir Vf || VA, d.v.s. dir y — 2 = x, som insatt i
h = 0 och efter kontroll mot g < 12 ger kandidaten f(—1,1) = 1.

e Hornpunkterna finns dar g = 12, h = 0, och ur detta ekvationssystem far vi kandidaterna

f(V6,—v6) = =6 — 2v/6 och f(—v6,V6) = —6 + 2V/6.
m: fmax = f(_\/g, _2) = 8\/5, ,fmin = f(\f, _\/6) =—6— 2\/6



4. Sitt F(zx,y,z) = 2* + 4y* — z; da dr den givna ytan nivaytan F(z,y,2) = 0. Tangentplanet till
denna yta i en punkt (a,b,c) pa ytan innehaller linjen (z,y,2) = (2,0,0) + ¢t(1,1, —4) precis da
VF(a,b,c) L (1,1,-4), VF(a,b,c) L (a —2,b—0,c—0) och F(a,b,c) =0, d.v.s. precis da

20 +8+4=0, 2a°>—4a+8?>—c=0 och a®+4b*—c=0.

Det forsta villkoret ger a = —2 — 4b, och det tredje insatt i det andra ger ¢ = 4a; dessa bada
samband insatta i det tredje villkoret ger 5% + 8b 4+ 3 = 0, alltsa b = —1 eller b = —3/5, och
dérmed de bada tangeringspunkterna (2, —1,8) och (2/5,—-3/5,8/5).

Svar: Tangeringspunkterna ar (2, —1,8) och (2/5,-3/5,8/5).

5. Triangeln &r en delméngd av halvplanet y > x, sa integranden i den generaliserade integralen
dr < 0 i hela D. Variabelbytet v = y — x, v = z + 2y ar darmed tillatet, och ger triangeln
E:0<v<3,0<u< 20, samt dedy = dudv/3. Vi far, i ett senare steg med partiell integration,

3 2v
// (z —y)ln(x + 2y)| dedy = // u)|ln v dudv = 71/ [Inv| </ udu) dv
D 3 Jo 0
2 3
:77/ v3lnv|dv = = (/ (—lnv)var/ v21nvdv)
3 Jo 3 1

2 v= o= 50
= ([’U (3lnv — 1)}1)_30_|r — [v*(3Inv - 1)}1)::13) =5 — 6In3.

6. u = xy och v = x ger 2, = yz, + z, och z, = xz,. Vidare,

2 = (2)e = Wan + 20)e = Y(20)e + (20)2 = Y(Wam + Zu) + (V200 + 200)
ey = (22)y = (2, + 20)y = 20+ y(2L))y + (20)y = 20 + TY2u, + T2,
/ 2

oy = () = (el = 2l = 22l

Insittning i differentialekvationen ger efter forenkling 22/, = 623, d.v.s. 2/, = 6z = 6v. Inte-

grering ger 2, = 3v? + g(u) och z = v +vg(u) + h(u) = 2* + x g(xy) + h(zy), dir g och h &r

C?-funktioner av en variabel.

Bivillkoret ger y* + 1 = z(1,y) = 1 + g(y) + h(y) for y > 0, alltsa h(t) = t> — g(t) for t > 0, och

l6sningarna #r saledes z(x,y) = 3 + (2y)* + (z — 1) g(xy), dir g € C2.

Svar: z(z,y) = a® + (2y)* + (z — 1) g(ay), g € C*.

7. Sétt o = e“cosv + u och ¢ = e“sinv + v, samt F = gz — ¢y och G = oy + Yx. F och

G #r C'-funktioner, och vart ekvationssystem kan skrivas F = 27 + 1, G = 27 — 1. Punkten

P = (z,y,u,v) = (1,—1,0,27) uppfyller systemet, och

OFG) _(Fy, F\_ (o=t @e—tw) _ (2 2) .,
o)  \Gu G,) \pw+viz ¢y+i,e) -2 2 '
Eftersom denna funktionalmatris ar inverterbar medfor implicita funktionssatsen att vart ekva-
tionssystem i en omgivning till P definierar C'-funktioner u(z,y) och v(x,y). I en omgivning
till (z,y) = (1,—1) giller darfor F(x,y,u(z,y),v(z,y)) = 27 + 1, och derivering m.a.p. = ger
F, + Flu! 4+ F/v, = 0; analogt m.a.p. y, och fér G. I matrisform kan dessa fyra ekvationer skrivas
I(F,G)  O(F,G)0o(u,v)
z,y)  O(u,v) O(z,y) 7

varfor, i punkten (z,y) = (1, —1),

Wy w\  duw)  (AFG\ ARG 11 -1\ (1 -2r
veovy) o Bay)  \ O(u,v) Ox,y) 4\l 1 )\2r 1 )7
shuy, = (2 — 1)/4, u, = (27 + 1) /4, v, = —(2m + 1) /4 och v, = (2 — 1)/4 i denna punkt.
Svar: T (1, 1) ar uj, = (27 — 1)/4, uy, = (27 + 1) /4, v, = —=(27 + 1) /4 och v, = (27 — 1) /4.




