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Inga hjédlpmedel tillatna (inte heller minirdknare).
8/12/16 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 podng (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5. Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

1. Bestdm alla funktioner f(z,y) av klass C' som loser differentialekvationen
2vf, —yf, =xy,x>0,y>0

under bivillkoret f(1,y) = 0, exempelvis med hjilp av variabelbytet
u=xy’, v=uy.

2. Berakna // x dxdy, dir D ges av 2% + 2y 4+ y* < 1 och z > 0.
D

3. Visa att sambandet

3y? — 22 — 6ayz + 25 = —4

i en omgivning till punkten (1,1,1) definierar en C'-funktion 2 = 2(z, ). Berikna
2(1,1),2,(1,1) och z,(1, 1), samt bestdm tangentplanet till funktionsytan i punkten
(1,1,1).

4. Bestam alla punkter P pa kurvan
2?4+t =1
sadana att kurvans normallinje i P gar genom origo.

5. Bestdm storsta och minsta virdet, om de finns, av 3zy + 2 da 2® +y* + 2* < 1 och
z > 0.

6. Berakna

/// dxdydz
D r2Fy2 4 22

dér D &ar klotet med radie 1 och medelpunkt i (0,0, 1).

7. Bestam alla a och b sddana att
fz,y) = ™ — x + bay + 2y*

har lokalt minimum i origo.
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. Kedjeregeln ger f. = flul, + fiv, = yzf; och le/ = ;u; + féU; = 2xyfl + f), och
inséttning i differentialekvationen ger —yf, = zy for x > 0, y > 0, d.v.s. f, = —u/ v? for
u > 0, v > 0, som integrerad ger f = u/v 4 g(u) = zy + g(zy?), dér g &r en C'-funktion
av en variabel. Bivillkoret ger nu 0 = f(1,4) = y + g(y?) da y > 0, sa g(t) = —V/t for
t > 0, och darmed far vi till sist f(x,y) = zy — \/m? = (z —+v/x)y da x>0 och y > 0.

Svar: f(x,y) = (x = Va)y.

. Eftersom x2 4+ zy + 12 = (y+x/2)% + (2v/3/2)? gor vi forst det linjéra bytet v = /24y,
v = xv3/2, som ger dudv = |d(u,v)/d(x,y)|drdy = (V3/2) dzdy och nytt omrade E, dir
u? +v% <1 och v > 0, och direfter det planpolira bytet u = pcos @, v = psin ¢ med ny
méingd F': 0<p<1,0< ¢ <7woch dudv = pdpdyp, varfor

2v 2dudv 4 [T 1 4 1 8
zdrdy = - =_ [ sinpdp- 2dp=--2.- - =_.
//D y//Eﬁﬁ 3/0 “’/op”?) 379

. Lat F(x,y,2) = 3y* — 2% — 62yz + 2°. Eftersom F € C', F(1,1,1) = —4 och F. =
322 — 6zy = —3 # 0 i punkten (1,1,1), sa definierar ekvationen F(z,y,z) = —4 enligt
implicita funktionssatsen en C'-funktion z(x,y) i en omgivning till (1,1, 1). Per definition
dr z(1,1) = 1, och eftersom 3y* — 22° — 6xy 2(x,y) + z(2,y)* = —4 for alla (m,y) i
en omgivning till (1,1), sa ger derivering m.a.p. = att —6z% — 6yz — 6zyz, + 3222 =
0, sa 2. = (6yz + 62%)/(32% — 6xy); analogt far vi att z, = (6zz — 6y)/(3 22— ny)
Insittning ger z,,(1,1) = —4 och z,(1,1) = 0, och tangentplanets ekvation &r dirmed

z=1—-4(zx—1)+0(y—1),dvs. 4o+ 2z =5.
Svar: z(1,1) =1, 2;,(1,1) = —4, z,(1,1) = 0; tangentplanets ekvation &r 4z + z = 5.

. Sitt F(z,y) = 22 + 9>; da #r den givna kurvan nivikurvan F(z,y) = 1. Normalen till
kurvan i punkten (a,b) pa kurvan gar genom origo precis da VF(a,b) || (a —0,b —0),
d.v.s. precis da

20 3b*
a b

Fallet a = 0 ger i F'(a,b) =1 att (a b) ,1), fallet b = 0 ger pa samma sétt (a,b) =
(£1,0), medan fallet b = 2/3 ger (a,b) j:\/19/2 ,2/3).

Svar: (0,1), (£1,0) och (£+/19/27,2/3), totalt fem punkter.

0= = ab(2 — 3b).

. De tva bivillkoren g(z,y,2) = 2 +y? + 22 < 1 och h(z,y,2) = z > 0 bestdmmer ett
slutet halvklot — alltsd en kompakt méngd — och malfunktionen f(z,y,z) = 3xy + z ar
kontinuerlig dar. Alltsa existerar storsta och minsta varde for f pa denna méngd.

Vi far Vf = (3y,3z,1), Vg = (2z,2y,2z) och Vh = (0,0, 1). Kandidatjakt:
e Kandidater i kroppen ¢ < 1, h > 0 finns dir Vf = 0, d.v.s. ingenstans. Inga
kandidater hér.
e Kandidater pa ytan g =1, h > 0 finns dir Vf || Vg, d.v.s. dir

&g 2 3xz—y=0 (la)
0=VfxVg=3y 3z 1| <« 3yz—x =0 (1b)
20 2y 2z y2 —22=0 (1c)



Ekvation (1c) ger oss tva fall: y = = respektive y = —z.
Fallet y = x insatt i (1a) och (1b) ger tva identiska ekvationer: 3zz — z = 0; denna
ger nu tva delfall: (i) z = 0 respektive (ii) z = 1/3. Delfall (i): Inséttning av z =0 i
g=1ger 22 =1,d.v.s. z = %1, och kontroll mot h > 0 ger kandidaten £(0,0,1) = 1.
Delfall (ii): Inséttning av z = 1/31 g = 1 ger 22° +1/9 = 1, d.v.s. = £2/3, och
kontroll mot h > 0 ger kandidaterna f(2/3,2/3,1/3) = f(-2/3,-2/3,1/3) = 5/3.
Fallet y = —z insatt i (1a) och (1b) ger ocksa tva identiska ekvationer: 3zz + x = 0;
denna ger nu tva delfall: x = 0 respektive z = —1/3, dér det sista faller bort eftersom
h = z # 0. Delfallet = 0 ger p.s.s. som ovan kandidaten f(0,0,1) =1 en gang till.

e Kandidater pa ytan h =0, g < 1 finns dar Vf || Vh, d.v.s. ddr y = 0 = x, och vi far
efter inséttning i A = 0 och kontroll mot g < 1 kandidaten f(0,0,0) = 0.

e Kandidater pa kurvan g = 1, h = 0, slutligen, finns dar {V f, Vg, Vh} ar linjart
beroende, d.v.s. dar

3y 3z 1
0= |2z 2y 2z|=6y?— 622
0 0 1

d.v.s. dir y = +x. Insittning i h = 0 och ¢ = 1 ger z = 0 och 2z? = 1 och
dérmed de fyra kandidaterna f(1/v2,1/v/2,0) = f(—1/v/2,-1/v/2,0) = 3/2 och

Svar: fmax = f(2/3,2/3,1/3) = f(-2/3,-2/3,1/3) = 5/3,

fmin = f(l/\/§7 _1/\/57 0) = f(_l/\/i’ 1/\/53 0) = _3/2'

6. Integralen ar generaliserad i origo, men integranden &r positiv, sa variabelbyte och upp-
repad integration far anvéindas.

Klotet D ges av olikheten 22 + % + (z — 1)? < 1, dvs. 22 4+ 9% + 22 < 2z, som i
rymdpolira koordinater blir 72 < 2r cos §. Rymdpolirt byte ger dérfor ny méngd E som
bestdms av olikheterna 0 < ¢ <27, 0 < 6 < 7/2 och 0 <7 < 2cosf, och som vanligt ar
dxdydz = 2 sin 0 drdfde. Vi far

drdud 24in 0 drdfd 2m w/2 2cos 6
vl e S A VAR R
D 2%+ y? + 22 E r 0 0 0
2

cos® 0] /2 _An

™/
:271'/ 2 cos? 0sin 0 df = 4x [— = —.
0 3 1o 3
7. Vf=(ae™ —1+by,bx+4y) = (a—1,0) i origo, och ett nédvandigt villkor fér att f skall

ha lokalt minimum i origo ar att V f(0,0) = (0,0), d.v.s. att a = 1.
Om nu a = 1, s ger Maclaurinutvecklingen ef = 1+t +t2/2 4 1>/6 + O(t*) och kvadrat-
komplettering att

1 3
fz,y) =€* — x4+ bry + 2y =1+ 5((x+by)2 + (4 - b2)y2) + % —1—(’)(374).

Den kvadratiska formen Q(z,y) = (= + by)? + (4 — b*)y? ar positivt definit om b* < 4
och indefinit om % > 4, sa f har lokalt minimum i origo om b?> < 4 men saknar lokalt
extremvérde diar om b? > 4. I de aterstiende fallen, b = +2, &r Q positivt semidefinit,
och darfor krivs vidare undersokning: Eftersom f(bt, —t) = 1 +¢3 (b3/6 + O(t)) da, och
b?/6 # 0, sa antar f(x,y) bade storre och mindre virden &n f(0,0) = 1 i varje omgivning
till (0,0), sa f saknar lokalt extremvérde i origo. Svar:a=1, -2 < b < 2.



