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Tentamen 1 TATA43 Flervariabelanalys
2013-10-23 kl 8-13
Inga hjilpmedel tillatna (inte heller minirdknare).
8/12/16 podng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 podng (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5. Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1. Bestém storsta och minsta virdet, om de finns, av  +y + 2z da 22 + y? + 22 < 1
och z < 0.

2. Bestéim alla punkter P pa kurvan z*+z%y*4+4* = 3 sadana att kurvans normallinje

i P gar genom origo.
/// yz dxdydz,
D

dir D ges av 2® +y? +42°> <4, 2 >0 och y > z.

3. Berakna

4. Betrakta en homogen cirkelsektor D med radie R och 6ppningsvinkel 2a, sym-
metriskt beldgen kring x-axeln och med spetsen i origo. Bestdm tyngdpunktens
z-koordinat, som vi betecknar med zr(«). Berdkna &ven liH(l) zp(a). Som bekant

a—

galler

B ffDxdxdy
- [f, ldxdy

5. Bestiim alla C*-16sningar z(w,y) till differentialekvationen

zr(a)

2z, — 4myz;fy + 4y22;’y + 6yz; = 62° + 22%y, 2 >0,

under bivillkoren z(1,y) = 2y och 2/ (1,y) = 0 genom att till exempel gora varia-
belbytet u = z, v = z2y.

6. Avgor om foljande funktioner har lokalt maximum eller lokalt minimum i origo.

(a) © + 2 — 4oy + 5y?
(b) 2% + 2 — 4wy + 49°
(c) o* + 2 — 4wy + 49°

u = 3x + cosy,

7. Visa att sambandet { kring varje punkt (z,y) € R? definierar

v =y + arctan z,
v = a(u,v),

Undersok ocksa om det finns en global invers?
y=y(u,v).

en lokal Cl-invers {



Losningsskisser till tentamen i TATA43 Flervariabelanalys 2013-10-23

1. De tva bivillkoren g(x,y,2) = 2® + y* + 2% < 1 och h(z,y,2) = z < 0 bestimmer ett
slutet halvklot — alltsd en kompakt méngd — och malfunktionen f(x,y,2) =z +y + z ar
kontinuerlig dar. Alltsa existerar storsta och minsta virde for f pa denna méngd.

Vifar Vf = (1,1,1), Vg = (2z,2y,2z) och Vh = (0,0, 1). Kandidatjakt:

e Kandidater i kroppen g < 1, h < 0 finns dir Vf = 0, d.v.s. ingenstans. Inga
kandidater hér.

e Kandidater pa ytan g =1, h < 0 finns dér Vf || Vg, d.v.s. ddr z = y = z. Inséttning
ig=1ger3z?=1,alltsa x = :l:l/\/g, som efter kontroll mot A < 0 ger kandidaten
f(=1/V3,-1/V3,-1/V3) = —V/3.

e Kandidater pa ytan h = 0, g < 1 finns déar Vf || VA, d.v.s. ingenstans. Inga kandi-
dater har.

e Kandidater pa kurvan g = 1, h = 0, slutligen, finns dar {Vf, Vg, Vh} ar linjart
beroende, d.v.s. dar

1 1 1
0=1{2z 2y 2z|=2(y—x),
0 0 1

d.v.s. dir y = x. Inséttning i h = 0 och g = 1 ger z = 0 och 222 = 1 och dérmed

kandidaterna f(1/v2,1/v2,0) = V2 och f(=1/v2,-1/v2,0) = —V2.
Svar: fmax = f(l/\/i’ 1/\/57 O) = \/5) fmin = f(_l/\/ga _1/\/37 _1/\/5) = _\/g'

2. Satt F(z,y) = «* + 2%y® + y*; da &r den givna kurvan nivakurvan F(z,y) = 3. Normalen
till kurvan i punkten (a, b) pa kurvan gar genom origo precis da VF(a,b) || (a —0,b—0),
d.v.s. precis da

3 2 2 3
0: 4a +2ab 2a b+4b :Qab(az—bz),
a b
Fallet @ = 0 ger i F(a,b) = 3 att (a,b) = (0,+V3), fallet b = 0 ger pa samma sitt
(a,b) = (£V/3,0), medan fallet a® = b? ger (a,b) = (£1,+1) (fyra punkter).
Svar: (0,4V/3), (£v/3,0) och (%1, +1) (fyra punkter), totalt atta punkter.

3. Linjart byte u = z, v = y, w = 2z med (lokal) volymskala |d(u,v,w)/d(z,y,z)| = 2

sa att dedydz = dudvdw/2 och nytt omrade E : u? +v? +w? < 4, w > 0, v > u,

foljt av rymdpolédrt byte u = rsinfcosp, v = rsinfsing, w = rcosf, med dudvdw =
r?sin 6 drdfdy och grianser F: 0 <r <2, 0<6< /2, w/4 < o < 5m/4, ger

2 w/2 5m/4
/// yzdmdydz—/// vw dudvdw_i/ r4dr-/ sinQQCOSGdQ./ sin o dy
0 0 w/4

R ? Tsin® 0 7r/2[_COS ]5ﬂ/4:}.2.}‘\/§:@
15,13 |, e T 45 3 15

4. Namnaren ffD 1 dzdy = area(D) = aR?, och téljaren blir — om vi ligger sektorn i hogra
halvplanet (i annat fall byter x7(«) tecken) — med planpolira koordinater = = pcos ¢,
y = psinp med dxdy = pdpdp och nya grénser F: 0 < p < R, —a < ¢ < q,

R a 2R3 :
// xdwdy:// pcosgo,odpd@:/ pzdp-/ cosgpdgpzﬂ,
D E 0 —o 3



sa
B 2R sina 2R

(o —— daa—0.
(@) 3 o 3
. Kedjeregeln ger 2/, = 2\ ul, + 2 vl = 2 + 2xyz! och z; = z;u; + z;v'y = 222/ . Vidare,
7 1\/ 1\/ / 1\/ " 2 2.2_1 !/
Z(L'CE = (Zl')il?' = (Z’Lt)l‘ + 2yZ’U + Qxy(zl))l‘ = ZU’LL + 4xyzuv + 4'/1: y Z’UU + 2yZ’U’
! 1\/ / 1\/ " " /
Z:Ey = (Zy)z = 21"20 + ‘T2(Zv)z = xzzuv + 2x3yzvv + 2$ZU7
"N IN 20 0N A
Zyy - (Zy)y =z (Z'u)y =T Zyps

som insatt i differentialekvationen ger 22/,

ger forst 2, = 3u? + 2uv + g(v) och sedan

= 623 +-221y, alltsa 2/, = 6u-+2v. Integration

z=u +uPv +ug(v) + h(v) = 23 + 2ty + z g(2y) + h(z?y),

dér g och h #r C2-funktioner av en variabel.

Det férsta bivillkoret ger 2y = 2(1,y) = 1 +y +g(y) + h(y), alltsa g(t) + h(t) =t —1, och
eftersom 2!, = 32 + 423y + g(2?y) + 22%y ¢’ (2®y) + 2zy W' (x*y) ger det andra bivillkoret
0=z(Ly) =3+4y+g(y)+2y9'(y)+2y h'(y) = 3+ 6y +g(y) eftersom ¢'(t) +1'(t) = 1;
alltsa blir g(t) = —6t — 3 och h(t) = Tt + 2, sa z = z'y — 623y + 2° 4 T2y — 3z + 2.

Svar: z(z,y) = 2ty — 623y + 23 + T2y — 32 + 2.
. Beteckna funktionen med f(x,y).

(a) f2(0,0) =1 # 0, s& origo ir inte en stationir punkt for f och kan dérfor inte vara
en lokal extrempunkt for f eftersom f € C'. Svar: Ingetdera.
(b) f(z,y) = 2° + (x — 2y)?, s f(2t,t) — £(0,0) = 8> som uppvisar teckenvixlingen
—0+ da ¢ vaxer forbi 0, sa origo &r ingen lokal extrempunkt for f. Svar: Ingetdera.
(¢) f(z,y) — f(0,0) = 2* + (z — 2y)? > 0 for alla (x,y), sa origo #r en lokal (t.o.m.
global) minimipunkt for f. Svar: Lokalt minimum.

. Vi noterar att avbildningen #r C', och att den har funktionaldeterminanten

d(u,v) 3 —siny siny
d(z,y) ~ |1/(1+2?) 1 * 14+ a2~

for alla (z,y) € R?Z; speciellt &r determinanten # 0, sa inversa funktionssatsen ger att
avbildningen kring varje punkt (z,y) har en lokal Cl-invers = = z(u,v), y = y(u,v).

For att undersoka om avbildningen har en global invers fixerar vi (u,v) € RZ; vi vill visa
att ekvationssystemet u = 3z + cosy, v = y + arctanx har hogst en 16sning (z,y) for
detta (u,v). Om vi eliminerar y far vi sambandet u = 3z + cos(v — arctan x) = g(z) déar
g (x) = 3 + (sin(v — arctanz)) /(1 4+ 22) > 2 > 0 for alla z, si g &r stréangt vixande och
g(z) — +oo da © — +oo; elementér envariabelanalys medfor dérfor att det finns precis
en 16sning z till ekvationen g(x) = u, och sedan far man y = v — arctan x, entydigt.

Svar: Global invers finns.



