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Tentamen i TATA43 Flervariabelanalys
2013-08-22 kl 14-19

Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

8/12/16 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poéng (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5. Léank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1. Bestdm de tangentplan till ytan 2? + y + 2z* = 12 som dr parallella med planet
6x —y — 3z =0.

2. Bestém storsta och minsta virde, om de finns, av 34+ — 2® —y? da 222 +y? < 1
och =z <0.

1 2 d
3. Berékna/ (/ Y 4) % dr.
0 9 1 +Y

4. Bestdam samtliga lokala maximi- och minimipunkter till

2 2

T
flz,y,2) = 5 + 22+ oy — 2+ §y3.

5. Lat u = u(x,y),v = v(z,y) vara C'-funktioner med u, = v}, och u), = —v}. Ut-

tryck motsvarande samband mellan u,, v/, respektive u/,, v/,, dér p, ¢ &r planpolira

koordinater.
6. Beriikna volymen av den kropp i R? som ges av olikheterna

x_y2+2207
x>0,y>0,22>0.

7. Undersok // Lyg dxdy dar D ges av x > 0 och y > 0.
p(T+y)



Losningsskisser till tentamen i TATA43 Flervariabelanalys 2013-08-22

1. Sétt F(x,y, z) = 224 y+2>; da ér den givna ytan nivaytan F(z,y, z) = 12. Tangentplanet
till denna yta i en punkt (a,b,c) pa ytan ar parallellt med planet 6x — y — 3z = 0 precis
da VF(a,b,c) || (6,—1,—3) och F(a,b,c) =12, d.v.s. precis da

(2a,1,3¢) || (6,—1,—3) och a?+b+c =12

Det forsta villkoret ger 2a = —6 och 3¢ = 3, d.v.s. a = —3 och ¢ = +1, som insatt i
det andra ger b = 3 F 1, och ddrmed tangeringspunkterna (—3,2,1) och (—3,4, —1), med
tangentplanen 6z — y — 3z = —23 respektive 6z —y — 3z = —19.

Svar: Planen ar 6z —y — 3z = —23 och 6x — y — 3z = —19.

2. De tva bivillkoren g(z,y) = 222 +y* < 1 och h(z,y) = z < 0 bestémmer en sluten (fylld)
halvellips — alltsa en kompakt méngd — och malfunktionen f(z,y) =3+ = — z? — % ar
kontinuerlig dar. Alltsa existerar storsta och minsta virde for f pa denna méngd.

Vi far Vf = (1 — 2z, —2y), Vg = (4x,2y) och Vh = (1,0). Kandidatjakt:
e Kandidater i ytan g < 1, h < 0 finns dar Vf = 0, d.v.s. dar (z,y) = (1/2,0), som
dock ligger utanfér mangden. Ingen kandidat hér.

e Kandidater pa ellipskurvan g = 1, h < 0 finns dir Vf || Vg, d.v.s. dir

1-2z —2y

O:' 4o 2y

\ — (14 22)2y,

alltsa dér 2 = —1/2 eller y = 0. Inséittning av = —1/21i g = 1 ger y = +1/v/2, som
efter kontroll mot h < 0 ger kandidaterna f(—1/2,1/v2) = f(=1/2,-1/V2) = 7/4.
Inséttning av y = 01 g = 1 ger efter kontroll mot h < 0 kandidaten f(—1/v/2,0) =
(5-v2)/2.

e Kandidater pa strackan h = 0, g < 1 finns dar Vf || Vh, d.v.s. dar y = 0, som med
h = 0 och efter kontroll mot g < 1 ger kandidaten f(0,0) = 3.

e Hornpunkterna g = 1, h = 0 ger kandidaterna f(0,1) = f(0,—1) = 2.
Notera slutligen att (5 —v/2)/2 > (5 — 3/2)/2 = 7/4.
Svar: fmax = f(0,0) =3, fuin = f(=1/2,1/V2) = f(—1/2,-1/v2) = 7/4.

3. Integrationsomradet 0 <z <1, 2x <y <2 kan skrivas 0 <y <2, 0 <z <y/2, s&
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4. Stationira punkter for f fis ur ekvationssystemet f. =x +y — 2 =0, f; —z+2y° =0,
f. =2z —x = 0. Den tredje ekvationen ger genast z = 2z, och den forsta ger sedan
y = —z varpa den andra ger 2z + 222 = 0, alltsd z = 0 eller z = —1. Vi far siledes tva
stationédra punkter: (0,0,0) och (—2,1,—1).

Andraderivatorna blir f =1, f;’y =1, fIl. =1, fgl!'y = 4y, f;’z =0, f/ =2.
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I punkten (0,0,0) dr f// = 0, s& vi far den kvadratiska formen

vy
f;lx fa/:,y falc/z 1 I -1 h
Q(h,k,1) = (h k l) f;/y f{lly f{/z = (h k l) 1 0 0 k
1 I 1! _1 0 2 l
Tz yz zz

= h? 4+ 2hk —2hl + 20 = (h+ k —1)* + (1 + k)? — 2k,

som &r indefinit: exempelvis dr Q(1,0,0) =1 > 0 medan Q(2,—1,1) = =2 < 0.

I punkten (—2,1,—1) blir i stéllet f;, =4 och Q(h,k,1) = h*> + 2hk — 2hl + 4k* + 21> =
(h+k—10%+ (I +k)? + 2k%, som &r positivt definit: Q(h,k,1) > 0 for alla (h,k,1),
och Q(h,k,l) = 0 endast om h+k —1 = 0,14+ k = 0 och k = 0, d.v.s. endast om
(h,k,1) = (0,0,0). Alltsa ar punkten (z,y,2) = (—2,1,—1) en lokal minimipunkt for f.

Svar: (—2,1,—1) ar en lokal minimipunkt. Lokala maximipunkter saknas.

. Planpolédra koordinater x = pcosy, y = psinp ger med kedjeregeln de allménna sam-

b?nden zlulp = w), cosp + w; sin ¢ och w:D = —wlpsing + w’ypcos ©, sh om u, = v; och
U, = —v, far vi
r / . / o . + / o (/ + /o )_ /
Vi, = —Upp SN + vy p oS @ = Uy psing + u,pcos o = p(uy cos p + u, sinp) = pu,
och
u, = —ul.psinp +u, pcosp = —v! psinp — vl pcosp = —p(v), cos  + v sinp) = —pv’
© T y y T T Y P
R A ro_
Svar: u, = v,/p och u, = —puvj,.

. For fixt y > 0 far vi tvérsnittet D,, som kan skrivas y2 <z+2<2—y,z>0,22>0,och
som &r icketomt precis da 0 < y < 1. For dessa y ar D, en halv kvadrat med sidlangd
2 — 3 men med en halv kvadrat med sidlingd 3 borttagen, sa kroppens volym V blir

! L2y -7 2-y?® ] _16
V:/ area(D)dy:/ dy = [__] -
0 Y 0 2 6 10, 15

. Integralen &r generaliserad och integranden f(z,y) = (z—vy)/(z+y)?> vixlar tecken pa D.
Enligt definitionen p& generaliserad dubbelintegral ar darfor [ p [ (x,y) dedy konvergent
om och endast om [, |f(z,y)| dzdy &r konvergent. Eftersom |f(z,y)| > 0 far vi anvéinda
upprepad integration pa [ [, |f(z,y)|dzdy, och vi far, tack vare symmetri i integrand och
omréade,

Jfmasan= [= (72 Jar=2 [T ([ G )
0 y=e  da
S e A

som &r divergent (= +o0); alltsé ar [[,, f(x,y) dedy divergent.

Svar: Integralen &r divergent.



