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Inga hjédlpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

8/12/16 podng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 podng (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5. Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens

hemsida.
D
dér D ér triangeln med hoérn i (0,0), (4,1) och (2,2).

1. Berédkna

2. Bestam storsta och minsta véirdet, om de finns, av funktionen zy pa den del av
ellipskurvan 2 + zy + 4y* = 6 diir z > .

/// xdxdydz,
D

déngesaV4x2+y2+22§4,mzo,yZOochzzo.

3. Berakna

4. Visa att ekvationen
3y? — 3yz + 22° + 2° =19

i en omgivning till punkten (z,y,z) = (1,2,—1) definierar en C'-funktion
z = z(z,y). Berdkna 2(1,2), 2,(1,2) och z,(1,2), samt bestdm tangentplanet till
funktionsytan i punkten (1,2, —1).

5. Bestam samtliga lokala maximi- och minimipunkter till
fla,y,2) = y* + 2% +22° — 2y,

6. Kroppen K ges av 2 + y* + 2> < 8 och 2z > 2 + y*. Bestim tyngdpunkens

z-koordinat
/ / / zdxdydz
T = K .
/ / / dxdydz
K

7. Funktionen f tillhér C'(R?) och uppfyller differentialekvationen

zfo(z,y) +yfy(x,y) = pf(2,9),

dar p ar ett positivt heltal. Visa att f(tz,ty) = t* f(x,y) for alla t > 0.



Losningsskisser till tentamen i TATA43 Flervariabelanalys 2013-01-10

1. Enklast &r antagligen att gora det linjara variabelbytet

(0) =) )

med funktionaldeterminanten 4 2 —1-2 = 6. Triangeln D motsvaras da i (u,v)-planet
av triangeln F med hérn i (u,v) = (0,0), (1,0) och (0, 1). Integralen blir

// —x da:dy—// ((u+2v) — (4u + 2v)) - 6 dudv
:6//E(—3u)dudv:—18/u0 </U10uudv> du

1
=18 [ wewydu= 18 (- 4) =3
u=0

Svar: —3.

2. De tva bivillkoren g(z,y) = 2% + xy + 4y*> = 6 och h(z,y) = v —y > 0 bestimmer
en sluten delméngd av en ellipskurva — alltsd en kompakt méngd — och malfunktionen
f(z,y) = zy ar kontinuerlig dar. Alltsa existerar storsta och minsta virde for f pa denna
mangd. Kandidatjakt:

e Ellipskurvan (¢ =6, h > 0):

Yy xT

Villvg = 0= 2v4+y =+ 8y

‘—8y2—2x2 = =42

Fallet x = 2y insatt i g = 6 ger 10y> = 6 och kandidaten f(2+/3/5,/3/5) = 6/5
(den andra punkten man far, (—2\/V , —\/%), uppfyller ej kravet h > 0). Fallet
r = —2y ger analogt 6y = 6 och kandidaten f(2,—~1) = —2 (den andra punkten
man far, (—2,1), uppfyller ej kravet h > 0).

e Andpunkterna (g = 6, h = 0): Ekvationssystemet g =6, h = 0 ger genast 62> = 6
och y = z, alltsd kandidaterna f(1,1) =1 och f(—1,—1) = 1.

Svar: fuax = £(21/3/5,1/3/5) = 6/5, fuin = f(2,—1) = —2.

3. Bytet (u,v,w) = (2z,y,2) ger ett nytt omrade E som definieras av u? + v2 + w? < 4,
u>0,v >0, w >0, alltsd ett attondels klot. Efter byte till rymdpoldra koordinater i
(u, v, w)-rummet fas sedan omradet F' som gesav 0 <r <2, 0<60< 5, 0< ¢ < 7.
Alltsa:

/// azd:cdydz—/// U 2dudvdw— /// rcosd>sm9)r sin 0 drdfd¢
D
1 20 T
/ / sin 9dc9/ COS¢d¢—Zzzl—Z

(Man kan &dven utnyttja att [[ [, ududvdw = [[ [, w dudvdw av symmetriskil, sa far man
istéillet den aningen enklare integralen I [[[.(r cos ) r?sin 6 drdfdg i sista steget. )

Svar: 7/4.



4. Lat f(z,y,2) = 3y? — 3yz + 223 + 23, Eftersom f € CY(R?), f(1,2,—1) = 19 och
fi(1,2,—1) = —=3-2+3(—1)2 # 0, s definierar ekvationen f(z,y, 2z) = 19 enligt implicita
funktionssatsen en C!'-funktion z = z(z,y) i en omgivning av (1,2, —1). Per definition &r
2(1,2) = —1, och eftersom f(z,y, z(x,y)) = 19 {or alla (z,y) i en omgivning av (1,2) sa
ar (i denna omgivning) a% f(z,y, z(x, y)) =0, dvs

f;(xvyv Z(l‘,y)) + f;(('r??% z(x,y)))z;(z‘, y) =0,

sd att (19 1 6
2 (1,2) = _f(1,2,-1) =—— =2
fé(1527_1) -3
och pa liknande satt
f/<1727_1) 15
7 (1,2) = == =—— =5

C2,-1) =3
Tangentplanets ekvation dr darmed z = —1 + 2(x — 1) 4+ 5(y — 2), dvs 2z + by — z = 13.
(Alternativt sétt att ta fram tangentplanets ekvation: anvind direkt att normalvektorn
Vf(,2,—1) = (6,15,—3) = 3(2,5, —1) ger koefficienterna for x, y och z.)

Svar: Se ovan.

5. Stationiira punkter ges av V f(x,vy,2) = (622 — 22y, 2y — 22, 22) = (0,0,0), dvs (z,9,2) =

(0,0,0) eller (6,18,0). Den kvadratiska formen i origo dr Q(h,k,l) = 2(k? + I?), vilket
inte séiger oss nagot (eftersom @ #r positiv semidefinit); diremot antar ju f(x,0,0) = 223
savil positiva som negativa varden godtyckligt ndra x = 0, vilket direkt visar att origo
inte ar nagon lokal extrempunkt.
Den kvadratiska formen i (6,18,0) dr Q(h,k,1) = 36h% + 2k? + 20*> — 24hk = 21> +
2(k — 6h)? — 36h2. Teckenviixlingen +-+— visar att @ dr indefinit, t.ex. &r ju Q(1,6,0) =
0+0—36 <0ochQ(0,0,1) =240+4+0 > 0. Inte heller denna punkt &r alltsad nagon lokal
extrempunkt.

Svar: Funktionen saknar lokala extrempunkter.

6. I cylinderkoordinater (p, ¢, z) beskrivs kroppen K av p? +2? < 8 och z > %p2. Eftersom ¢
inte forekommer hér s &r kroppen rotationssymmetrisk kring z-axeln, och man kan latt
gora sig en bild av K genom att tdnka sig den méngd i (p, z)-planet som avgrinsas av
cirkeln p? 4+ 22 = 8 och parabeln z = % p?, och rotera denna mingd kring z-axeln. Notera

att cirkeln och parabeln skdr varandra i punkten p = z = 2, vilket man behéver veta néar
man ska stélla upp grénserna for integralerna.

Om vi delar upp kroppen i cirkuldra skivor D, parallella med (z,y)-planet sa far vi

V8 2 V8
/// zdzxdydz = / zarea(D,)dz = / z-2zmdz + / z- (8 — 2H)mdz,
K 2=0 0 2

och motsvarande for [ [, dedydz.

Om vi istéllet raknar med stavar parallella med z-axeln sé far vi

/8—3:2—y2
/// zdzxdydz = // / zdz | dzdy,
K x2+4y2<22 z=(x2+y2)/2

och motsvarande for [[/ i drdydz.



I bada fallen erhalls

287/3 T
(32v2 —28)7/3  8/2 -7

Zr = (% 1,62).

Svar: T
W
. Fixera (z,y) # (0,0), och sétt g(t) = f(tz,ty) for t > 0. Kedjeregeln ger

t fo(t, ty) + ty f,(tz, ty) . pf(tz,ty)
t ¢

p
g'(t) =z fr(te, ty) +y f(te, ty) = = 9(0),
den stjarnmarkerade likheten enligt forutséttningen i uppgiften. Denna differentialekva-
tion for g har den integrerande faktorn exp([ £ dt) = t77:
g'(t) -

g(t) =0 (9)-2gw)tr=0

— ¢
= Py + (—pt P )g(t) =0
— % (tPg(t)) = 0

— t Pg(t) =C,

dér konstanten C' kan bero pé x och y; mer precist sa visar ju insédttning av ¢ = 1 att
C =g(1) = f(z,y). Slutsats: g(t) = f(x,y)tP, vilket var just vad som skulle visas.



