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Inga hjélpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

8/12/16 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poéng (av 3 mdjliga) ger betyg
3/4/5. Léank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1. Bestam samtliga lokala maximi- och minimipunkter till

f(x,y) = 2" +y° +day + y°.

/ / dxdy
1+ :1:2

3. Bestdm alla punkter P pa ytan 2° + y? + 2* + x — y + 42 = 36 sadana att ytans
normallinje i P gar genom origo.

/// yz dxdydz,
D

déngesav9x2+4y2+z2§4, 2y > 3x > 0 och z <0.

2. Berakna

dir D gesav 0 <y < z.

4. Beridkna

5. (a) Definiera vad som menas med att en funktion f(z,y) ar partiellt deriverbar
med avseende pa z i punkten (a, b).

x3

(b) Berékna ¢,(0,0) da g(z,y) = ¢ 22+ ¢2 da (z,y) # (0,0)
0 da (z,y) = (0,0)

(¢) Undersok om ¢/, ar kontinuerlig i (0,0).
6. Bestdm alla C*-16sningar z(w,y) till differentialekvationen

" " r_
YZyy — T2y + 2, =2, x>0,

under bivillkoren z(1,y) = y*> + 1, 2(x,0) = z, t.ex. genom att gora variabelbytet
u=zx,v=1y.

7. Skriv talet 4 som en produkt av fyra positiva faktorer sa att summan av faktorernas
inverterade vérden blir sa liten som mojligt. Bestdm ocksa detta minsta varde.
Motivera noggrant.
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1. De stationéra punkterna fas ur f, = 2x + 4y = 0 och f; = 2y + 4z + 3y? = 0. Den forsta
ekvationen ger genast x = —2y, som insatt i den andra ger 3y? —6y = 0, d.v.s. y = 0 eller
y = 2, och vi far ddrmed tva stationéra punkter: (0,0) och (—4,2).
Andraderivatorna blir f =2, f:;’y =4 och fg:'y = 2 4 6y.
I (0,0) blir f,, =2, och den kvadratiska formen

= 05 5)()-0 02 (0

= 2h? + 8hk + 2k? = 2(h + 2k)% — 6k2,

som &r indefinit eftersom t.ex. Q(1,0) = 2 > 0 medan Q(2,—1) = —6 < 0, s& punkten
(0,0) ar ingen lokal extrempunkt for f.

I (—4,2) blir f;'y = 14, och vi far den kvadratiska formen
Q(h, k) = 2h* + 8hk + 14k* = 2(h + 2k)* + 6k,

som &r positivt definit eftersom Q(h, k) > 0 for alla (h, k) och Q(h,k) = 0 endast om
h+2k =0 och k =0, d.v.s. endast om (h, k) = (0,0). Saledes &r punkten (—4,2) en lokal
minimipunkt for f.

Svar: (—4,2) dr en lokal minimipunkt. Lokala maximipunkter saknas.

2. Integralen &r generaliserad men integranden ar positiv, s variabelbyte och upprepad
integration far anvéndas. Vi far

[ =1 (L) amm = | wem - Faa, -2

3. Ytan kan skrivas som nivaytan F(z,y, z) = z? +y*+ 22+ 2 —y+42 = 36. Normallinjen till
ytan ien punkt (a, b, ¢) pa ytan har riktningsvektor VF'(a, b, c) = (2a+1,2b—1,2c¢+4), och
normallinjen gar genom origo precis da VF(a,b,¢) || (a—0,b—0,¢—0) och F(a,b,c) = 36,
d.v.s. precis d& 0 = (2a + 1,2b — 1,2¢ + 4) x (a,b,¢c) = (—4b — ¢,4a — ¢,a + b) och
a2+ b2+ c? +a—b+4c = 36. Det forsta villkoret ger b = —a och ¢ = 4a, som insatt i det
andra ger 18a” 4 18a = 36, d.v.s. a = 1 eller @ = —2. Vi far saledes punkterna (1, —1,4)
och (—2,2,-38).

Svar: (1,—1,4) och (—2,2, -8).

4. Linjart byte u = 3z, v = 2y, w = z med funktionaldeterminant |d(u,v,w)/d(z,y,z)| =6
sd att dedydz = dudvdw/6 och nytt omrade E : u? 4+ 0?2 +w? < 4, v>u>0 w0,
f6ljt av rymdpolért byte w = rsinf cosp, v = rsinfsinp, w = rcosf, med dudvdw =
r? sin @ drdfdy och grénser F': 0 <r <2 7/2<0 <7, w/4<¢p<7/2, ger

d d d 1 2 ™ /2
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h,b) — b
(a) f dr partiellt deriverbar m.a.p. z i (a,b) om f.(a,b) & }lLin% flath, l)z f(a,)
o
existerar.
. g(h,0) —g(0,0) . RB/(R*+0°) -0

b) ¢,(0,0) =1 =1 =lim1=1. Svar: 1.

(b) 9:(0,0) ho0 h B0 h B0 var
3 4 2,2

3

(c) Eftersom g(x,y) = ﬁyz da (z,y) # (0,0) ger derivering ¢ (z,y) = m
da (z,y) # (0,0), och eftersom g/ (0,4) =0 — 0 # 1 = ¢.(0,0) d& y — 0 ser vi att
g.. inte #r kontinuerlig i (0,0). Svar: g, #r inte kontinuerlig i (0,0).
6. Kedjeregeln ger 2, = z,u., + z,v., = Zy + Yz, och z, = zuy + zv, = xz, Vidare,

1 1\/ 1\/ 1\/ " 1 1N\/ 1\/ / 1\/
2 a(2), +y2"). Insdttning i differentialekvationen ger —z22”, = , och eftersom z > 0
far vi 2/, = —1/x = —1/u. Integration ger forst z/, = —v/u + g(u) och sedan z =

—vInu+ G(u) + H(v) = —zylnz + G(z) + H(zy), dér G och H #r C*-funktioner av en
variabel.

Bivillkoren ger nu y*+1 = 2z(1,y) = G(1)+H(y) for y € R och = = 2(x,0) = G(z)+ H(0)
for o > 0, sa H(t) = t* +1 - G(1) for t € R och G(t) = t — H(0) for t > 0, sa
2(z,y) = —zylnz +x — HO) + (zy)* + 1 — G(1) = —aylnz + 2 + (zy)?, eftersom
G(1)+ H(0) = 1.

Svar: z(z,y) = —zylnz + z + (zy)>.

. Lat de positiva faktorerna vara x, y, z och t. Det géiller da att minimera f(z,y,z,t) =
1/z+ 1/y 4+ 1/z + 1/t under bivillkoren g(x,y, z,t) = xyzt =4 samt x >0,y >0, 2 >0
och t > 0. Denna méngd, kalla den H (som i hyperyta), &r inte kompakt, sa vi kan inte i
forvag vara sidkra pa att minimum verkligen existerar.

Om minimum existerar, sa antas det i en punkt (a, b, c,d) dar Vf(a,b,c,d) || Vg(a,b,c,d)
och g(a,b,c,d) = 4, dv.s. dir (—=1/a?,—1/b%,—1/c*,—1/d?) || (bed, acd, abd, bed) och
abed = 4. Detta ger a = b = ¢ = d, och inséttning i abed = 4 ger a* = 4 och darfor,
eftersom alla variabler ir positiva, a = V2 och fmin = f(\/§, V2,V2, \f2) = 4/\/5 = 2V/2,

aterigen om minimum existerar.

Vi maste ocksa visa att minimum existerar. Antag att (z,y,2,t) € H. Om z > M > 0 sa
ar 0 < yzt < 4/M, sa minst en av de tre faktorerna y, z och ¢ méaste vara < {/4/M (annars
blir ju yzt > 4/M), och darmed &r f > {/M/4 > 2v/2 om M é&r stort nog. Samma sak
giller naturligtvis for 6vriga faktorer y, z och t. Valj M sa stort i fortsattningen. Da blir
f> 2v/2 pa den del av H som inte ligger inuti den slutna kuben K;; : 0 < z,y,2,t < M.
Pa resterande del av H, alltséd pa Hy; = H N Ky, som ar en kompakt méangd dar f ar
kontinuerlig, antar f ett minsta virde m diar m < f(v2,v2,v2,v2) = 2v/2, och m ér
déarmed ett globalt minsta varde pa hela H.

Nu vet vi alltsa att minimum verkligen existerar, och enligt andra stycket ovan maste det
dérfor antas i punkten (v2,v/2,v/2,v2) och dér &r f = 2v/2.

Svar: 4 =v2-v2-v2- V2 ger minsta summan 2v/2 av faktorernas inverterade vérden.



