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Inga hjalpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

8/12/16 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 poéng (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5. Léank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1. Bestam samtliga lokala maximi- och minimipunkter till

flx,y) = 4oy — 2y — 2™,

2. Bestdm de tangentplan till ytan x? + 2y* + 2% + 2zy = 24 som ér parallella med
planet z + 3y + 2z = 0.

3. Beriikna volymen av den kropp i R? som begrinsas av ytorna

z=24+2y* och 20+4+2z2=2.

4. Bestdm storsta och minsta virdet, om de finns, av 2 +2y+ 2z da 22 + >+ 22 =1
och x < 0.

5. Bestdm alla C'-16sningar u(z,y, z) respektive u(x,y) till foljande differentialekva-
tionssystem:

u, =1+ ycosxy
(a) ¢ u, = ze¥ + xcosxy med bivillkoret u(0,0,0) = 0.
u, =1+ ye¥?

u, = e (1+1?)
(b) oy Y , © > 0, med bivillkoret u(1,0) = 0.
y

/ / / ye D dudydy,
D

dér D ges av y > |z| och z > 0.

6. Berakna

7. Betrakta funktionen f(z,y) = 2® — 2y och kurvan 2° + ¢y* =1, z = f(x,y).

(a) Var pa kurvan &r kurvans lutning som storst? Hur brant &r det dar?

(b) Var pa kurvan och i vilken riktning dér &dr funktionsytan z = f(z,y) som
brantast? Hur brant ar det dar?



Losningsskisser till tentamen i TATA43 Flervariabelanalys 2012-08-16

1. De stationira punkterna fas ur f

= 4y — 42° = 0 och f, = 4z — 4y = 0. Den andra
ekvationen ger genast y = z, som insatt i den forsta ger 4x — 42 = 0, dvs. 2 = 0
eller x = £1, och vi far ddrmed totalt tre stationéra punkter: (0,0), (1,1) och (—1,—1).
Andraderivatorna blir fy, = —122%, fI =4 och f = —4.

I (0,0) blir fIr. = 0 och den kvadratiska formen

aon =0 (f ()= 0@ 40

= 8hk — 4k?* = —4(k — h)? + 4h?,

som &r indefinit eftersom t.ex. Q(1,1) =4 > 0 medan Q(0,1) = —4 < 0, s& punkten (0, 0)
ar ingen lokal extrempunkt for f.

[ (1,1) och (—1,—1) blir f2/ = —12, och vi far i bada punkterna den kvadratiska formen
Q(h, k) = —12h* 4 8hk — 4k? = —4(k — h)? — 8h?,

som &r negativt definit eftersom Q(h,k) < 0 for alla (h, k) och Q(h,k) = 0 endast om
k—h =0 och h =0, d.v.s. endast om (h,k) = (0,0). Saledes &r punkterna (1,1) och
(—1,—1) lokala maximipunkter for f.

Svar: (1,1) och (—1,—1) ar lokala maximipunkter. Lokala minimipunkter saknas.

2. Sitt F(z,y,2) = 2% + 2y% + 22 + 2zy; da ér den givna ytan nivaytan F(z,y,z) = 24.
Tangentplanet till denna yta i en punkt (a,b,c) pa ytan ar parallellt med det givna
planet, x + 3y + z = 0, precis da VF(a,b,c) || (1,3,1) och F(a,b,c) = 24, d.v.s. precis
da (2a + 2b,2a + 4b,2¢) || (1,3,1) och a® + 2b* 4 ¢* + 2ab = 24. Det forsta villkoret
ger 6a + 6b = 2a + 4b = 6¢, d.v.s. b = —2a och ¢ = —a, som insatt i det andra ger
6a? = 24, d.v.s. @ = %2, och dérmed tangeringspunkterna (2, —4, —2) och (—2,4,2), med
tangentplanen x + 3y + z = —12 respektive x + 3y + z = 12.

Svar: Planen &r x + 3y + 2z = 12 och « + 3y + z = —12.

3. Ytorna skér varandra lings kurvan z2 + 2y% = 2 — 2z, z = 2 — 2z, vars projektion pa zy-
planet ar ellipsen (z+ 1)2 +2y? = 3. Den givna kroppen D har projektionen Di zy-planet
som ges av (z + 1)2 + 2y < 3, s med stavar i z-led far vi, med linjért byte v = = + 1,
v =2y och ny méngd E : u? + v? < 3 och dudv = v2dzdy, foljt av planpolirt byte
u=pcosy, v=psing med ny mingd F: 0 < p <3, 0< ¢ < 271 och dudv = pdpde,

V://D (2 - 22) — (22 + 24?)) dxdy://E(3u2v2) dit/c;v

4. De tva bivillkoren g(x,y,2) = 2® + y* + 2% = 1 och h(z,y,2) = x < 0 bestémmer en
sluten halvsfar — alltsd en kompakt méangd — och malfunktionen f(z,y,2) = = + 2y + 22
ar kontinuerlig dar. Alltsa existerar storsta och minsta virde for f pa denna méngd.

Vifar Vf =(1,2,2), Vg = (2z,2y,2z) och Vh = (1,0,0). Kandidatjakt:




e Kandidater pa halvsfiren g = 1, h < 0 finns dér Vf || Vg, d.v.s. dar Vf x Vg =0
alltsa dér 2z = y = 2. Inséttning i ¢ = 1 ger 922 = 1, saledes x = +1/3, som efter
kontroll mot h < 0 ger kandidaten f(—1/3,—-2/3,—-2/3) = —

e Kandidater pa cirkeln g = 1, h = 0 finns dar {V f, Vg, Vh} &r linjart beroende, d.v.s.

dar
1 2 2
0=1|2z 2y 2z|=4(z—y),
1 0 0

d.v.s. dir z = y. Inséttning i g = 1 och h = 0 ger = 0 och 2y*> = 1 och dérmed

kandidaterna f(0,1/v2,1/v2) = 2v2 och f(0,—1/v2,~1/V?2) = —2V?2.
Svar: fmax = f(0,1/v2,1/V2) = 2v2 och funin = f(—1/3,-2/3,-2/3) = —

5. (a) Integration av ekvation 1 m.a.p. x ger u = z+sinxy+g(y, z), som deriverat m.a.p. y
och insatt i ekvation 2 ger g, (y, z) = ze¥*, d.v.s. g(y, z) = €* +h(z). Derivering av u

m.a.p. z och inséittning i ekvation 3 ger nu h'(z) = 1, d.v.s. h(z) = z + C. Villkoret
1(0,0,0) = 0 ger slutligen C' = —1. Svar: u(x,y,z) =z +sinzy + e¥* + z — 1.

(b) Integration av ekvation 2 m.a.p. y ger u = y2em2/2:c + g(z), som deriverat m.a.p. x

och insatt i ekvation 1 ger ¢'(z) = 6932(1 + y?/22%), vilket dr en motsigelse eftersom
hogerledet i denna likhet &ven beror pa . Svar: Losning saknas.

6. Integralen &r generaliserad men integranden &r positiv (eftersom y > |z| > 01 D), sa
variabelbyte och upprepad integration far anvindas.

Linjirt byte u = z, v = V3y, w = 2z med d(u, v, w)/d(x,y, z)| = 2/3 och nytt omra-
de E: v > V3|u|, w > 0, f6ljt av rymdpolért byte u = rsinfcosy, v = rsinfsin p,
w =rcosf, med granser F: 0 <r <oo, 0<0<7/2 7/3<p<2n/3, ger

(22 +3y>%+422) (U202 +w?)? dudvdw
ye d:cdydz = ///
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7. Hojdfunktionen ar z = f(x,y). Lutningen i en viss punkt (x,y, f(z,y)) i en viss xy-
riktning v € R? med |v| = 1 bestims av riktningsderivatan f,(z,y) = Vf(z,y) - v =
(2x, —2) - v, och lutningsvinkeln &r arctan f, (x,y).

(a) Hérdr v = (—y, z) nir vi gar runt kurvan moturs, och f, (x,y) = —2zy—2z = A(z,y)
skall optimeras under bivillkoret 2 + y> = 1. Sedvanlig kompakt optimering ger
kandidaterna A(0, —1) = 0 och A(£v/3/2,1/2) = F3+v/3/2. Maximal lutningsvinkel
— uppét eller nedat — &r alltsa arctan(3v/3/2) i punkterna dér (z,y) = (£v3/2,1/2).

(b) Hér kan v vara vilken enhetsvektor som helst néar vi gar runt kurvan, och for varje
fixt (x,y) & max,—1 |fy(z,y)| = |Vf(z,y)] = 222 +1 = B(z,y), dir maximum
for detta fixa (x,y) antas precis da v || Vf(z,y). Att sedan maximera B(z,y) under
bivillkoret 2 + y? = 1 &r trivialt: B(£1,0) = 2v/2. Maximal lutningsvinkel — uppét
eller nedat — &r alltsi arctan(2v/2) i punkterna dér (x,y) = (1,0) eller (—1,0), och i
zy-riktningarna v = +(1, —1) /v/2 respektive £(1,1)/v/2.



