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Inga hjédlpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

8/12/16 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 podng (av 3 mojliga) ger betyg
3/4/5.

Léank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1. Bestdm storsta och minsta vérdet, om de finns, av x — zy pa den del av cirkelskivan

1
x2+y2§1dérx2§.

2. Berakna

// $_ydxdy,
DTty

dair Dgesavl <z +y <2z —y <2,

3. Bestam samtliga lokala maximi- och minimipunkter till

flz,y,2) = 20"+ + 2° — 2%y

4. Bestdam alla C*16sningar z(x,y) till differentialekvationen

" " r
TZyy — Y2y + 2, = 20Y

for z > 0, y > 0 genom att till exempel gora variabelbytet ©v = xy, v =y.

1
5. Det homogena stympade klotet K ges av 2? + y* + 2> < 1 och z > 3 Berakna
tyngdpunktens z-koordinat

B ffszdmdydz
[ Ldzdydz

6. Betrakta ytan xyz = 1. Beskriv de punkter pa ytan i vilka normallinjen till ytan

zT

a) ocksa gar genom origo b) skiir z-axeln.
7. Visa att ekvationssystemet

z+eV+lnz=c¢e
e +lny+2=2

i en omgivning av punkten (z,y,2) = (0,1, 1) definierar C*-funktioner y(z), z(z).
Avgor dessutom for var och en av dessa funktioner huruvida de har lokalt extrem-
varde i x = 0.



Losningsskisser till tentamen i TATA43 Flervariabelanalys 2012-05-29

1. De tva bivillkoren g(z,y) = 2% +3? < 1 och h(z,y) = = > 1/2 bestimmer en sluten
och begriansad méngd, och méalfunktionen f(z,y) = = — xy &r kontinuerlig déar. Alltsa
existerar storsta och minsta varde for f pa denna méangd.

Vifar Vf = (1 —-y,—x), Vg = (2z,2y) och Vh = (1,0). Kandidatjakt:

e dim 2 (inre punkter, g < 1, h > 1/2): Vf =0 < (x,y) = (0,1), som dock ligger
utanfér mangden. Ingen kandidat hér.

e dim 1, bestar av tva delar:

— (cirkelbiten ¢ = 1, h > 1/2): Vf || Vg & 0= ‘1 V= 2(z* — y* + ),

20 2y
dvs. 22 =9y? —y, som insatt i g = 1 ger y> —y/2 —1/2 =0, d.v.s. y = 1 eller
y = —1/2. Fallet y = 1 insatt i ¢ = 1 ger = 0, men (0, 1) ligger utanfér, medan
fallet y = —1/2 ger & = +v/3/2, som efter kontroll mot h > 1/2 ger kandidaten
F(V3/2,-1/2) = 3v/3/4.
— (strickan g < 1, h=1/2): Vf || Vh & (1 —y,—z) || (1,0) & 2 =0, men da &r
h =0 # 1/2. Ingen kandidat hér.
e dim 0 (hérn, g = 1, h = 1/2): Ekvationssystemet ¢ = 1, h = 1/2 ger genast
kandidaterna f(1/2,v3/2) = (2 —V/3)/4 och f(1/2,—V3/2) = (2+V3)/4.

M: fmax - f(\/§/27 _1/2) = 3\/5/47 fmin = f(1/27\/§/2) = (2 - \/5)/4

2. Linjart byte u = x + y, v = 2x — y ger d(u,v)/d(x,y) = —3, s dedy = dudv/3, och det
nya omradet ges av 1 < u < v < 2. Eftersom x — y = (2v — u)/3 far vi darfor

— 1 2/ (?20— 1 [%2/4 2
//m ydwdy:/ / Y du:/ ——2)du=—-(2ln2-1).
D.’L’+y 9 1 u u 9 1 u 9

3. Stationiira punkter for f fis ur ekvationssystemet f, = 4z — 2zy = 0, fz// =2y —2% =0,

f. =22 =0. Den tredje ekvationen ger genast z = 0, och inséttning av 2y = z? fran den
andra i den forsta ger 4z — 2 = 0, alltsd = = 0 eller = +2. Vi far saledes totalt tre
stationéra punkter: (0,0,0), (2,2,0) och (—2,2,0).

Andraderivatorna blir f;,, =4 — 2y, f,,, = =2z, fi, =0, f;, =2, f,. =0, fI, =2.

I punkten (0,0,0) &r f;, =4 och f;, =0, s& vi far den kvadratiska formen

Z 1 2
Tz Ty Tz

4 0 0\ [h
Qhkl)y=(h k U fr fi, fr]l=(0 k 1)[0o 2 0] k] =4+ 2k* +20°,
00 2/ \I

fa,:/y f:L///y fylz

Tz Yz 2z

som &r positivt definit: Q(h,k,l) > 0 for alla (h,k,l), och Q(h,k,l) = 0 endast om
(h,k,1) =(0,0,0). Alltsa ar punkten (x,y, z) = (0,0,0) en lokal minimipunkt for f.

I punkten (2,2,0) blir i stéllet f/, = 0 och f;’y = —4, och dér blir Q(h, k,1) = 2k* +21% —
8hk =2 ((k — 2h)? — 4h* + [*), som &r indefinit: exempelvis &r Q(0,1,0) = 2 > 0 medan
Q(1,2,0) = —8 < 0. Punkten (z,y, z) = (2,2,0) &ar alltsa ingen lokal extrempunkt for f.
I punkten (—2,2,0), slutligen, &r f., = 0 och f;’y = 4, och dér blir den kvadratiska formen
Q(h, k,1) = 2k + 21> + 8hk = 2 ((k + 2h)* — 4h® + [*), som ocksa ér indefinit.

Svar: (0,0,0) ar en lokal minimipunkt. Lokala maximipunkter saknas.



. / /! /.0 !/ / / / .
4. Kedjeregeln ger z, = z,u, + z,v; = yz, och z, = zu, + 2,0, = rz, + z,. Vidare,

u-'y vrYy
Ze = () = W) = y(2)s = yP2u, och 2z, = (), = (yzl)y = 2, + y(=)), =
2.1

2+ y(z2l, + 20). Insittning i differentialekvationen ger —y°2/ = 2xy, och eftersom
x> 0ochy >0 far vi 2/, = —2x/y = —2u/v?. Integration ger forst 2/, = 2u/v + g(u)
och sedan z = u?/v + G(u) + H(v) = 2%y + G(zy) + H(y), dir G och H &r C*funktioner
av en variabel. Svar: z(z,y) = %y + G(xy) + H(y).

. Skivorna K, pa fixa z-nivéer ar cirkelskivor med radie /1 — 22, s&

1 1 1
2
// drdydz = / <// dxdy) dz = / area(K,)dz = / (1 —2%)dz = —87T,
K 1/3 . 1/3 1/3 81

och, analogt,
! 3 16
/// zdxdydz:/ w(z —2°)dz = —m,
K 1/3 81

si zp = (167/81) /(287 /81) = 4/7. Svar: zp = 4/7.

. Ytan kan skrivas som nivaytan F(z,y, z) = xyz = 1. En riktningsvektor for normallinjen
till ytan i en punkt (a,b,c) pa ytan ges av v = VF(a,b,c) = (bc,ac, ab), och eftersom
abc = 1 kan vi ocksa skriva v = (1/a,1/b,1/c).

(a) Normallinjen gar genom origo precis da (1/a,1/b,1/c) || (a —0,b — 0,c — 0) och
abe = 1, d.v.s. precis da a? = b? = ¢? och abe = 1. Allts& dr b = +a och ¢ = +a,
och inséttning i abc = 1 ger a = £1 och totalt fyra punkter: (1,1,1), (1,—1,—-1),
(=1,1,—1) och (—1,—1,1).

(b) Normallinjen skir z-axeln precis da dess projektion pa xy-planet gar genom (0,0),
och detta sker precis da (1/a,1/b) || (a — 0,b—0) och abc = 1, alltsa precis da a® =
b? och abc = 1. Detta sker alltsa lings de fyra kurvorna (t,t,1/t%), (t,—t, —1/t?),
(—t,t,—1/t?) och (—t, —t,1/t%), alla for ¢ > 0.

. Satt F(x,y,2) = x4+ €Y +1Inz och G(z,y,2) = €* + Iny + z; da utgdrs 16sningarna till
ekvationssystemet av skdrningskurvan mellan nivaytorna F' = e och G = 2. Vi far

1 1 1 e* 1
VF x VG = <1,ey,> X <e$,,1> = (ey—,e—l,—emey>,
z Yy yz' oz Y

vars z-komponent i punkten (0,1,1) & e — 1 # 0. Eftersom F(0,1,1) = e, G(0,1,1) =2
och F och G &r C*-funktioner, ger implicita funktionssatsen dérfor att ekvationssystemet
F = e, G = 2 i nagon omgivning till (0,1,1) definierar C'-funktioner y(z) och z(z).
Implicit derivering med avseende pa x nédra x = 0 ger sedan, i matrisform,

(b D) (0) = () = (00 == (L ) (52

Eftersom y(0) = 1 och 2z(0) = 1 far vi speciellt att 3'(0) = 0 och 2/(0) = —1, s& z(z) har
inte lokalt extremvérde i x = 0 medan y(x) eventuellt har det. Fran uttrycket ovan ser vi
att funktionerna y(z) och z(x) till och med &r C? eftersom hogerledet dér #r C', och vi
kan darfér derivera en gang till:

J(2) d < e’/z—1 ) _ e“/z—e"2 /2> (e“/z—1)-nagot 2

_4d _ - >0diz=0,
dr \e¥ —1/yz eV —1/yz (e¥v —1/yz)? e—1 ar

s y(x) har lokalt minimum i z = 0.



