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Tentamen i Flervariabelanalys TATA43
2012-01-12 kl 8-13

Inga hjélpmedel tillatna (inte heller minirdknare).

8/12/16 poéng med minst 3/4/5 uppgifter med minst 2 podng (av 3 mdjliga) ger betyg
3/4/5.

Lank till 16sningsskiss finns efter tentamen pa kursens hemsida.

Resultatet blir klart inom 10 arbetsdagar. Information om visning ges da pa kursens
hemsida.

1. Bestdm alla C'-16sningar z(z,y) till differentialekvationen
vz, +yz, =142

for x > 0 och y > 0 under villkoret z(1,y) = 1 genom att till exempel gora
variabelbytet u = E, v=1q.
Y

2. Beradkna

///D(:c — 2) dzdydz,

dér D ges av 2® +y° +2° <3,y >0 och 2 < 0.

3. Bestam storsta och minsta viardet, om de finns, av 2z + zy pa den del av ellips-
skivan 32% +y* < 4 dir 3z +y > 0.

4. Bestdm de tangentplan till ytan 2 + 32% — 2y — 3yz = 44 som é&r parallella med
planet 4y = 3(z + 2).
// e Ay =8y* dxdy.
]R2

flx,y,2) =22 + 3y + ¢ +In(3 +y2)

5. Berakna

6. Avgor om funktionen

har lokalt maximum eller lokalt minimum i punkten
(a) (O» 07 0) (b) (07 _]-7 2)
7. Visa att ekvationen
sin(z?y) —y® =1

i en omgivning av punkten (0, —1) entydigt definierar en C'-funktion y = y(z).
Avgor sedan om denna funktion har lokalt maximum eller lokalt minimum i punkten

xz = 0.



Losningsskisser till tentamen i TATA43 Flervariabelanalys 2012-01-12

1. Kedjeregeln ger z;, = z,u, + z,v, = 2,/y och z, = zu, + zv, = —x2) /y* + 2., och
inséttning i differentialekvationen ger y2, = 1+ z for z > 0, y > 0, d.v.s. 2, = 1/v+u
for uw > 0, v > 0, som integrerad ger z = Inv +wuv + g(u) = Iny + z + g(x/y), dir g 4r en
C'-funktion av en variabel. Bivillkoret ger nu 1 = z(1,y) =Iny + 1+ g(1/y) day > 0, sa
g(t) = —In(1/t) =Int f6r t > 0, och déarmed far vi till sist z(z,y) =lny+ =+ In(z/y) =
z+Inx daxz>0ochy>D0. Svar: z(z,y) =z + Inx.

2. Rymdpolért byte z = rsinf cos ¢, y = rsinfsin ¢, z = rcos 0, ger dedydz = r* sin 0 drdfdy
och nya granser F: 0 <7r < V3, /2 <60 <m 0<p<m varfor

/// (x — 2z)dxdydz = /// (7sin § cos @ — 7 cos 0) 72 sin O drdfdy
D E
V3 T T
= / / (/ (sin @ cos ¢ — cos 0) dcp) sin@df | 3 dr
0 7/2 \Jo

V3 [ o
:/ / (—mcos@sinb)do | 3 dr = |:_7T81n 9] [T] _ 9l
0 w/2 2 /2 4 . 3

3. De tva bivillkoren g(z,y) = 3z? 4+ 3? < 4 och h(x,y) = 3z +y > 0 bestdmmer en sluten
och begransad méngd, och mélfunktionen f(z,y) = 2z + zy ar kontinuerlig dér. Alltsa
existerar storsta och minsta viarde for f pa denna méangd.

Vifar Vf = (24 y,x), Vg = (6x,2y) och Vh = (3,1). Kandidatjakt:

e dim 2 (inre punkter, g < 4, h > 0): Vf =0 < (z,y) = (0,—2), men h % 01 den
punkten. Ingen kandidat hér.

e dim 1, bestar av tva delar:

— (ellipsbiten g = 4, h > 0):

24y =z

o2 a2
6 2yf2(y + 2y — 3z7),

VilVg < 0—'

d.v.s. 322 = y? 4+ 2y, som insatt i g =4 ger y> +y =2, d.v.s. y = 1L eller y = —2.
Fallet y = 1 ger efter kontroll mot h > 0 kandidaten f(1,1) = 3 (den andra
punkten man far, (—1,1), ligger utanfor), medan fallet y = —2 inte ger nagon
kandidat (punkten (0,—2) ligger utanfor).

— (strdckan g <4, h=0): Vf | Vh< 2+ y,z) || (3,1) & y + 2 = 3z, som efter
inséttning i A = 0 och kontroll mot g < 4 ger kandidaten f(1/3,—1) =1/3.

e dim 0 (horn, g =4, h = 0): Ekvationssystemet g = 4, h = 0 ger genast kandidaterna

F(1/V3,—V3) =2/v3 —1och f(—1/v3,V3) = —2/v3 — 1.
M: fmax = f(l,l) = 37 fmin = f(—l/\/g, \/g) = _2/\/3— 1.

4. Sitt F(x,y,2) = 2° + 32° — zy — 3yz; da dr den givna ytan nivaytan F(z,y,z) = 44.
Tangentplanet till denna yta i en punkt (a, b, ¢) pa ytan dr parallellt med det givna planet,
3z — 4y + 3z = 0, precis da VF(a,b,¢) || (3,—4,3) och F(a,b,c) = 44, d.v.s. precis da
(2a — b, —a — 3¢,6¢ — 3b) || (3,—4,3) och a® 4 3¢® — ab — 3bc = 44. Det forsta villkoret



ger 2a — b = 6¢ — 3b och 3(a + 3c) = 4(2a — b), alltsd a = 7¢/3 och b = 2¢/3, som
insatt i det andra ger ¢ = 9, d.v.s. ¢ = 43, och dirmed tangeringspunkterna (7,2, 3) och
(=7,—2,-3), med de respektive tangentplanen 3z — 4y + 3z = +22.

Svar: Planen &r 3z — 4y + 3z = 22 och 3x — 4y + 3z = —22.

5. Integralen dr generaliserad, men integranden &r positiv, sa vi kan anvinda variabelbyte
och upprepad integration.
Eftersom z2 + 4zy 4+ 8y? = (z + 2y)? + (2y)? gor vi forst det linjira bytet u = = + 2y,
v = 2y, som ger dudv = |d(u,v)/d(z,y)|dzdy = 2dzdy och nytt omrade E = R?, och
dérefter det planpolédra bytet u = pcosy, v = psiny med ny méngd F : 0 < p < oo,
0 < ¢ <27 och dudv = pdpdyp, varfor

dudv 1 17
// e‘x2—4¢y—8y2dacdy = // eV UQU =3 // e_pQPd,OdSO = [—62] = g
R2 E F 0

6. (a) Standardutvecklingarna e’ =1+t 4 O(t*) och In(1 4 t) = t + O(t?) ger

f(x,y,2) = £(0,0,0) = 22+ 3y> + ¢~ +In(3+yz) — (1 +1n3)
=22 +32+¢ —1+1In(l+yz/3)
= 2% + 3y + 22 +yz/3+ 0@
= 2% + (2 +y/6)* + 107y /36 + O(r*),
dér den kvadratiska formen Q(z, v, z) = 224 (2+y/6)?+107y* /36 &r positivt definit;
saledes har f lokalt minimum i punkten (0,0,0).
(b) Eftersom

z

3+ yz

226" 4 Y ) =(0,—4,4e* — 1) #£0

Vf=12z06
/ <a:,y—i— 3+ yz

da (z,y,2) = (0,—1,2) ser vi att denna punkt inte ens ar stationér for f.
Svar: (a) Lokalt minimum  (b) Ingetdera
7. Sitt F(z,y) = sin(z?y) —y>. Eftersom F € C', F(0,—1) = 1 och F, = x? cos(x?y) —3y* =

—3 # 0 da (z,y) = (0,—1) ger implicita funktionssatsen att ekvationen F(x,y) = 1
definierar en C'-funktion y(x) i en omgivning till (0, —1).

Implicit derivering av sin(z%y) — y> = 1 m.a.p. = i en omgivning av = = 0 ger

) 2y cos(z%y)

v 3y? — z2 cos(x?y) -

och eftersom 2y cos(z?y) ligger nira —2 och 3y? — 22 cos(z%y) ligger néra 3 da (z,y) ligger

niira (0, —1) inser vi att 3'(x) uppvisar teckenviixlingen + 0 — da z passerar 0 at hoger.
Alltsa har y(z) lokalt maximum da x = 0.

Svar: Lokalt maximum.



